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Îïåðàòîðû ØòóðìàËèóâèëëÿ
ñ ïîòåíöèàëàìè  ðàñïðåäåëåíèÿìè
1
Ñàâ÷óê À. Ì., Øêàëèêîâ À. À.
Â ýòîé ñòàòüå ïðåäëàãàþòñÿ ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà ØòóðìàËèóâèëëÿ
Ly = −y′′ + q(x)y íà èíòåðâàëå (a, b) â ñëó÷àå, êîãäà ïîòåíöèàë q(x) ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì
èç ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ íåãàòèâíûì èíäåêñîì ãëàäêîñòè, à èìåííî, q ∈ W−θ
2
ïðè θ 6 1.
Ïîëó÷åíû ãëàâíûå è âòîðûå ÷ëåíû àñèìïòîòèê äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ óíêöèé
îïðåäåëÿåìûõ îïåðàòîðîâ è ïðîâåäåíû îöåíêè îñòàòêîâ â ýòèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ îðìóëàõ â çàâèñèìîñòè
îò êëàññà ïîòåíöèàëà. Ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû îïðåäåëÿþòñÿ è èçó÷àþòñÿ òàêæå äëÿ íåêîòîðûõ
àíàëèòè÷åñêèõ ñåìåéñòâ ïîòåíöèàëîâ âûñîêîé ñèíãóëÿðíîñòè, íå ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó W−1
2
.
Îãëàâëåíèå
0. Ââåäåíèå
1. ×åòûðå ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðîâ ñ ïîòåíöèàëàìè-ðàñïðåäåëåíèÿìè
2. Àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ óíêöèé äëÿ ðåãóëÿðíûõ êðàåâûõ
óñëîâèé
3. Âòîðûå ÷ëåíû â àñèìïòîòèêàõ äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ óíêöèé
4. Îïåðàòîðû ØòóðìàËèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëàìè âûñîêîé ñèíãóëÿðíîñòè
0. Ââåäåíèå
Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè îïåðàòîðîâ ØòóðìàËèóâèëëÿ, ïîðîæäàåìûõ íà èíòåðâàëå
(a, b) ⊂ R äèåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì
l(y) = −y′′ + q(x)y, (0.1)
ñòàíäàðòíûì óñëîâèåì íà óíêöèþ q(x) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå q(x) ∈ L1,loc(a, b), ò. å.
óíêöèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðóåìîé íà ëþáîì îòðåçêå, êîìïàêòíî âëîæåííîì â (a, b).
Ñèíãóëÿðíûå îïåðàòîðû ØòóðìàËèóâèëëÿ â êëàññè÷åñêîé òåîðèè õàðàêòåðèçóþòñÿ
òåì, ÷òî ëèáî óíêöèÿ q(x) íå ñóììèðóåìà íà îòðåçêå [a, b] (èìååòñÿ íåèíòåãðèðóåìàÿ
îñîáåííîñòü ïî êðàéíåé ìåðå íà îäíîì èç êîíöîâ îòðåçêà), ëèáî èíòåðâàë (a, b) áåñêîíå÷åí.
Â ýòîé ðàáîòå ìû èçó÷àåì îïåðàòîðû ñ ïîòåíöèàëàìè, èìåþùèìè íåèíòåãðèðóåìûå
îñîáåííîñòè âíóòðè èíòåðâàëà. Ïðè ýòîì åñòåñòâåííûì îêàçûâàåòñÿ ÿçûê òåîðèè
ðàñïðåäåëåíèé, â ÷àñòíîñòè, åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ïîòåíöèàëû èç ïðîñòðàíñòâ
Ñîáîëåâà ñ íåãàòèâíûìè èíäåêñàìè ãëàäêîñòè.
Çàäà÷è îá èçó÷åíèè îïåðàòîðà ØòóðìàËèóâèëëÿ è åãî ìíîãîìåðíûõ àíàëîãîâ
−∆ + q(x) ñ ïîòåíöèàëîì êîðîòêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (òèïà δ-óíêöèè) âîçíèêëè â
èçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå. Ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èçè÷åñêèõ
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àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå îññèéñêîãî Ôîíäà Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé. À.Ì.Ñàâ÷óê
ïîääåðæàí ãðàíòîì No. 01-01-00691, À.À.Øêàëèêîâ ïîääåðæàí ãðàíòîì No. 01-01-00958.
ìîäåëåé áûëè èíèöèèðîâàíû â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ â ðàáîòàõ Áåðåçèíà, Ôàääååâà è
Ìèíëîñà [4℄, [5℄, [24℄. Ýòà òåìàòèêà èíòåíñèâíî ðàçâèâàëàñü â ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ.
Èìåþòñÿ ìîíîãðàèè Àëüáåâåðèî, åøòåçè, Õîýã-Êðîíà è Õîëüäåíà [39℄, Êîøìàíåíêî [19℄,
Àëüáåâåðèî è Êóðàñîâà [40℄, ãäå ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ïîäðîáíîñòÿìè òåîðèè Áåðåçèíà
ÌèíëîñàÔàääååâà â åå ñîâðåìåííîì ñîñòîÿíèè è äðóãèìè íîâûìè íàïðàâëåíèÿìè,
âîçíèêøèìè íà îñíîâå ýòîé òåîðèè. Òàì æå ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ ñ îáøèðíîé
áèáëèîãðàèåé.
Äðóãîé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ îïåðàòîðîâ ØòóðìàËèóâèëëÿ ñ íåêëàññè÷åñêèìè
ïîòåíöèàëàìè q(x), ÿâëÿþùèìèñÿ ïðîèçâîäíûìè îò óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè
(çàðÿäàìè), áûë ïðåäïðèíÿò Êðåéíîì [21℄, Êàöåì [16℄, Àòêèíñîíîì [1℄ è Æèêîâûì [13℄.
Íà ýòîì ïóòè â íåäàâíåé ðàáîòå Âèíîêóðîâà è Ñàäîâíè÷åãî [8℄ ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå
îðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ óíêöèé òàêîãî êëàññà îïåðàòîðîâ.
Èç ïîòåíöèàëîâ, íå ïðèíàäëåæàùèõ ïîñëåäíåìó êëàññó, èçó÷àëñÿ êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë
q(x) = 1/x íà îòðåçêå [−1, 1] èëè íà ïðÿìîé R, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ óíñîíà [45℄,
Êóðàñîâà [52℄, Àòêèíñîíà, Ýâåðèòòà è Çåòòëà [41℄.
Â ðàáîòå àâòîðîâ [32℄ (ñì. òàêæå ðàáîòó Íåéìàí-çàäå è Øêàëèêîâà [27℄) áûëî ïîêàçàíî,
÷òî îïåðàòîð ØòóðìàËèóâèëëÿ ìîæíî êîððåêòíî îïðåäåëèòü äëÿ ñóùåñòâåííî áîëåå
îáùåãî êëàññà ïîòåíöèàëîâ q(x), ÿâëÿþùèõñÿ ñèíãóëÿðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ïåðâîãî
ïîðÿäêà. Àâòîðû ïðåäïðèíÿëè äàëüíåéøåå èçó÷åíèå îïåðàòîðîâ ñ òàêèìè ïîòåíöèàëàìè
â ðàáîòàõ [30℄, [31℄ è [33℄. Âñêîðå ïîÿâèëèñü ðàáîòû ðèíèâà è Ìèêèòþêà [46℄[50℄, ãäå
ýòîò ïîäõîä ïîëó÷èë ñóùåñòâåííîå ðàçâèòèå, â îñîáåííîñòè ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è
ØòóðìàËèóâèëëÿ ñ íåêëàññè÷åñêèìè ïîòåíöèàëàìè. Îòìåòèì òàêæå íåäàâíþþ ðàáîòó
Êàïïåëåðà è Ìîîðà [51℄, â êîòîðîé ïðåäëîæåí äðóãîé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ îïåðàòîðîâ ñ
ïîòåíöèàëàìè-ðàñïðåäåëåíèÿìè èç ïðîñòðàíñòâ W−θ2 (a, b) ïðè θ < 1.
Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì è ñóùåñòâåííûì ðàçâèòèåì ðàáîò
àâòîðîâ [32℄, [30℄, [31℄. Ìû ñòàâèì òðè öåëè: 1) äàòü íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ
îïåðàòîðà ØòóðìàËèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëîì-ðàñïðåäåëåíèåì è îáñóäèòü èõ âçàèìîñâÿçü;
2) ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêèå îðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ óíêöèé
îïðåäåëÿåìûõ îïåðàòîðîâ, âûïèñûâàÿ ïî âîçìîæíîñòè âòîðûå ÷ëåíû àñèìïòîòèê è
îöåíèâàÿ îñòàòêè â çàâèñèìîñòè îò êëàññîâ ïîòåíöèàëîâ; 3) ïðåäëîæèòü ïîäõîäû
ê îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðîâ ñ ïîòåíöèàëàìè âûñîêîé ñèíãóëÿðíîñòè (äëÿ ïîòåíöèàëîâ
q(x) 6∈ W−12 ), êîãäà îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõ ðàíåå
ïðåäëîæåííûõ ïîäõîäîâ íå ñóùåñòâóåò. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìû òîëüêî íàìå÷àåì ïîäõîäû,
êîòîðûå, êàê ìû íàäååìñÿ, äîëæíû ïîëó÷èòü äàëüíåéøåå ðàçâèòèå.
1. ×åòûðå ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðîâ ñ
ïîòåíöèàëàìè-ðàñïðåäåëåíèÿìè
1.1. Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè. Äàëåå ÷åðåç D îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî òåñò-óíêöèé
íà èíòåðâàëå (0, pi) (ò. å. áåñêîíå÷íî äèåðåíöèðóåìûõ óíêöèé ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì íà (0, pi)), à ÷åðåç D′  ïðîñòðàíñòâî ðàñïðåäåëåíèé íà D. ×åðåç W−12 [0, pi]
(ñîêðàùåííî W−12 ) îáîçíà÷àåì ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç óíêöèé q(x) ∈ D′, äëÿ
êîòîðûõ ïåðâîîáðàçíàÿ u(x) =
∫
q(ξ) dξ (â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé) ïðèíàäëåæèò L2[0, pi].
2
Íîðìó â W−12 îïðåäåëÿåì ðàâåíñòâîì ‖q‖−1 = inf ‖u(x) + c‖L2 , ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì
êîíñòàíòàì c. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî W−12 ñîâïàäàåò ñ äóàëüíûì ê
ïðîñòðàíñòâó
o
W
1
2[0, pi] ïî îòíîøåíèþ ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ â L2[0, pi]. Çäåñü
o
W
1
2[0, pi] =
{
y y ∈ W 12 [0, pi], y(0) = y(pi) = 0
}
,
ãäå ÷åðåç W kp îáîçíà÷àåòñÿ ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖y‖k,p = ‖y‖Lp + ‖y(k)‖Lp.
Äàëåå, åñëè íîðìà ‖ · ‖ ïèøåòñÿ áåç èíäåêñîâ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíà áåðåòñÿ â
ïðîñòðàíñòâå L2.
Ïóñòü â äèåðåíöèàëüíîì âûðàæåíèè (0.1) q(x) ∈ W−12 , à u(x) =
∫
q(ξ) dξ 
ïåðâîîáðàçíàÿ èç ïðîñòðàíñòâà L2. Ââåäåì êâàçèïðîèçâîäíóþ
y[1](x) = y′(x)− u(x)y(x)
è ïåðåïèøåì âûðàæåíèå (0.1) â âèäå
l(y) = − (y[1])′ − u(x)y[1] − u2(x)y. (1.1)
Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ãëàäêîé óíêöèè u(x) äèåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå (0.1) è
êâàçèäèåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå (1.1) ñîâïàäàþò. Îäíàêî âûðàæåíèå (1.1) îáëàäàåò
òåì ïðåèìóùåñòâîì, ÷òî íå ñîäåðæèò ðàñïðåäåëåíèé, à ïîòîìó ñ íèì ìîæíî îïåðèðîâàòü,
ïî ñóùåñòâó, òàê æå, êàê â êëàññè÷åñêîé òåîðèè. Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðîâ íà
îñíîâå êâàçèäèåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèé ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàèè Íàéìàðêà [25℄,
ñòàòüÿõ Ýâåðèòòà, Ìàðêóñà è Çåòòëà [42℄, [43℄, [44℄. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ êîíñòðóêöèåé,
ïðèâåäåííîé â ðàáîòå àâòîðîâ [32℄. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëåé ìû íàïîìíèì ýòó
êîíñòðóêöèþ, îïóñêàÿ äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûå ìîæíî íàéòè â [32℄.
Ñ âûðàæåíèåì (1.1) ñâÿæåì ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð LM , îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâàìè{
LMy = l(y),
D(LM) =
{
y| y, y[1] ∈ W 11 [0, pi], l(y) ∈ L2[0, pi]
}
,
(1.2)
à òàêæå ìèíèìàëüíûé îïåðàòîð Lm, ÿâëÿþùèéñÿ ñóæåíèåì ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà íà
îáëàñòü
D(Lm) =
{
y| y ∈ D(LM), y(0) = y(pi) = y[1](0) = y[1](pi) = 0
}
.
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå u′(x) ∈ L1, îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî îïåðàòîðîâ
ñîâïàäàþò ñ êëàññè÷åñêèì èõ îïðåäåëåíèÿìè, ò. ê. â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå y[1] ∈ W 11 âëå÷åò
y′ ∈ W 11 , è íàîáîðîò.
Ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óíêöèÿ u(x) âåùåñòâåííà. ×åðåç LM è Lm áóäåì
îáîçíà÷àòü ìàêñèìàëüíûé è ìèíèìàëüíûé îïåðàòîðû, ïîðîæäåííûå ñîïðÿæåííûì
äèåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì l(y) (â êîòîðîì óíêöèÿ u(x) çàìåíåíà íà u(x)).
Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.
Ëåììà 1.1 (Ôîðìóëà Ëàãðàíæà). Äëÿ óíêöèé f ∈ D(LM ), g ∈ D(LM) ñïðàâåäëèâî
òîæäåñòâî
(LMf, g) = (f, LMg) + [f, g]
pi
0 ,
ãäå [f, g]pi0 = − f [1](x)g(x)
∣∣∣pi
0
− g[1](x)f(x)
∣∣∣pi
0
.
3
Èç ýòîé îðìóëû, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì
(LMf, g) = (f, Lmg), f ∈ D(LM ), g ∈ D(Lm),
ò. å. îïåðàòîðû LM è Lm âçàèìíî ñîïðÿæåííû.
Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå
LMy := −y′′ + u′(x)y = λy + f, λ ∈ C, f ∈ L2,
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû(
y1
y2
)
=
(
u 1
−λ− u2 −u
)(
y1
y2
)
+
(
0
f
)
, (1.3)
ãäå y1 = y, y2 = y
[1]
. Ïðè ýòîì ýëåìåíòû ìàòðèöû
A(x) =
(
u 1
−λ− u2 −u
)
ÿâëÿþòñÿ óíêöèÿìè èç L1[0, pi]. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå
âàæíîå óòâåðæäåíèå, äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ÷àñòè êîòîðîãî ìîæíî íàéòè â [25℄, à âòîðîé
÷àñòè  â [32℄.
Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü A(x)  ìàòðèöà ðàçìåðà n × n, ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ
óíêöèÿìè ïðîñòðàíñòâà L1[0, pi], à f ∈
[
L1(0, pi)
]n
 âåêòîð-óíêöèÿ. Òîãäà ïðè ëþáîì
c ∈ [0, pi] óðàâíåíèå
y′ = A(x)y + f , y(c) = ξ ∈ Cn,
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y(x), ïðè÷åì y(x)  àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ íà [0, pi]
âåêòîðóíêöèÿ. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö Aε(x) ñ ýëåìåíòàìè èç L1[0, pi]
òàêîâà, ÷òî ‖Aε(x)−A(x)‖L1 → 0 ïðè ε→ 0, òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
y′ε = Aε(x)yε + f , yε(c) = ξ,
ñõîäÿòñÿ ê y(x) ðàâíîìåðíî íà [0, pi] (è äàæå â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà W 11 [0, pi]). Êðîìå
òîãî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖y(x)− yε(x)‖1,1 6 C‖f‖L1‖A(x)−Aε(x)‖L1
ñ ïîñòîÿííîé C, íå çàâèñÿùåé îò f è ε.
Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð F , äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì (èëè áàíàõîâîì)
ïðîñòðàíñòâå H, íàçûâàåòñÿ ðåäãîëüìîâûì, åñëè åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(F ) ïëîòíà
â H, îáðàç çàìêíóò, à äååêòíûå ÷èñëà {α, β}, ðàâíûå ðàçìåðíîñòÿì ÿäðà è êîÿäðà,
êîíå÷íû. Òåîðåìà 1.2 ïîçâîëÿåò ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì. [32℄).
Òåîðåìà 1.3. Ïðè ëþáîì λ ∈ C îïåðàòîðû LM − λ è Lm − λ ðåäãîëüìîâû, ÿâëÿþòñÿ
ñîïðÿæåííûìè äðóã ê äðóãó, à èõ äååêòíûå ÷èñëà ðàâíû {0, 2} è {2, 0}, ñîîòâåòñòâåííî.
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Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìû äîêàæåì íèæå, â  2.
Ëåììà 1.4. Ïóñòü ϕ(x, λ) è ψ(x, λ)  ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ l(y) = λy ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè
ϕ(0, λ) = 1, ϕ[1](0, λ) = 0, ψ(0, λ) = 0, ψ[1](0, λ) = 1. (1.4)
Òîãäà ïðè λ→ +∞ âíóòðè ëþáîé ïàðàáîëû
Pa =
{
λ ∈ C | Im
√
λ| 6 a
}
ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ
Φ(x, λ) = cos(λ1/2x) + ϕ(x, λ), Φ[1](x, λ) = −λ1/2 sin(λ1/2x) + λ1/2ϕ1(x, λ),
Ψ(x, λ) = λ−1/2 sin(λ1/2x) + λ−1/2ψ(x, λ), Ψ[1](x, λ) = cos(λ1/2x) + ψ1(x, λ),
(1.5)
ãäå êàæäàÿ èç óíêöèé ϕ, ϕ1, ψ, ψ1 ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé MΥ(λ) → 0 ïðè λ → ∞,
ãäå Υ(λ) = Υ(pi/2, λ).
Çàìåòèì, ÷òî âñÿêèé îïåðàòîð L, ïîä÷èíåííûé óñëîâèþ Lm ⊂ L ⊂ LM , èìååò îáëàñòü
D(L) = {y y ∈ D(LM), Uj(y) = 0, 1 6 j 6 ν} ,
ãäå Uj(y)  ëèíåéíûå îðìû îò ïåðåìåííûõ y(0), y(pi), y
[1](0), y[1](pi). Ýòè îðìû ìîæíî
ñ÷èòàòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, è òîãäà èõ ÷èñëî ν çàêëþ÷åíî ìåæäó 0 è 4. Èç òåîðåìû 1.3
ñëåäóåò, ÷òî íóæíî áðàòü äâå ëèíåéíûå îðìû, åñëè õîòèì, ÷òîáû îïåðàòîð L èìåë
íåïóñòîå ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî (äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû èíäåêñû L áûëè ðàâíû
{0, 0}).
Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì îïåðàòîðà LM íà îáëàñòü
D(L) = {y y ∈ D(LM), U1(y) = U2(y) = 0} ,
ãäå
Uj(y) = aj1y(0) + aj2y
[1](0) + bj1y(pi) + bj2y
[1](pi), j = 1, 2. (1.6)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Jαβ îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç α-ãî è β-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû(
a11 a12 b11 b12
a21 a22 b21 b22
)
.
Òîãäà îïåðàòîð L èìååò íåïóñòîå ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî è ñïåêòð åãî äèñêðåòåí,
åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
1. J42 6= 0,
2. J42 = 0, J14 + J32 6= 0,
3. J42 = J14 = J32 = 0, J12 + J34 = 0, J13 6= 0.
5
Proof. Ïóñòü ϕ(x, λ), ψ(x, λ)  ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ l(y) = λy, îïðåäåëåííûå â ëåììå 1.4.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2, äëÿ ëþáîé óíêöèè f ∈ L2 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå z(x, λ) óðàâíåíèÿ
l(y)−λy = f , ïîä÷èíåííîå óñëîâèþ z(0, λ) = z[1](0, λ) = 0. Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ
èìååò âèä y = c1ϕ+ c2ψ + z, ãäå c1, c2  ïîñòîÿííûå.
Óñëîâèå y ∈ D(L) âëå÷åò Uj(y) = 0, j = 1, 2. Ïîýòîìó ðåøåíèå y íàõîäèòñÿ îäíîçíà÷íî,
åñëè íå ðàâåí íóëþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü
∆(λ) =
∣∣∣∣U1(ϕ) U1(ψ)U2(ϕ) U2(ψ)
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣a11 + b11ϕ(pi, λ) + b12ϕ[1](pi, λ) a12 + b11ψ(pi, λ) + b12ψ[1](pi, λ)a21 + b21ϕ(pi, λ) + b22ϕ[1](pi, λ) a22 + b21ψ(pi, λ) + b22ψ[1](pi, λ)
∣∣∣∣ .
Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâó
∆(λ) = J12 + J34 + J13ψ(pi, λ) + J14ψ
[1](pi, λ) + J32ϕ(pi, λ) + J42ϕ
[1](pi, λ). (1.7)
Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàâåíñòâ, ñîðìóëèðîâàííûõ â ëåììå 1.4,
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ∆(λ) 6≡ 0 âíóòðè ëþáîé ïàðàáîëû Πa, åñëè âûïîëíåíî îäíî
èç óñëîâèé 1)  3).
Òàê êàê ∆(λ) åñòü ãîëîìîðíàÿ óíêöèÿ îò λ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C,
òî íóëè ∆(λ) îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íå èìåþùóþ êîíå÷íûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê.
Åñëè ∆(λ0) 6= 0, òî â ñèëó òåîðåìû 1.2 îïåðàòîð (L − λ0)−1 îòîáðàæàåò åäèíè÷íûé
øàð ïðîñòðàíñòâà L2 â îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà W
1
1 . Ñëåäîâàòåëüíî,
(L− λ0)−1 êîìïàêòåí. Íî òîãäà L èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ íóëÿìè
îïðåäåëèòåëÿ ∆(λ). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 1.6. Ïðè èçó÷åíèè îïåðàòîðîâ ñ ðåãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè, êðàåâûå
óñëîâèÿ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé 1)  3), íàçûâàþò ðåãóëÿðíûìè ïî
Áèðêãîó. Åñëè u(x)  ãëàäêàÿ óíêöèÿ, òî çàìåíà â êðàåâûõ óñëîâèÿõ ïåðåìåííûõ
y′(0), y′(pi) íà êâàçèïðîèçâîäíûå y[1](0), y[1](pi) ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî ðåãóëÿðíîñòè
êðàåâûõ óñëîâèé. Ìîæíî îòìåòèòü òàêæå, ÷òî óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé òåîðåìû
ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ òàê íàçûâàåìûõ íåâûðîæäåííûõ êðàåâûõ óñëîâèé  ýòè óñëîâèÿ
îòëè÷àþòñÿ îò ðåãóëÿðíûõ òåì, ÷òî ïóíêò 3) çàìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì
3') J42 = 0, J14 + J32 = 0, J13 6= 0.
(ñì. [23℄). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òàêîãî óòî÷íåíèÿ òåîðåìû 1.5 íåäîñòàòî÷íî
àñèìïòîòèêè (1.5)  íåîáõîäèìî ðàñêðûòü ñèìâîëû o(1) òàê, êàê ýòî ñäåëàíî
â ëåììå 2.5. Îäíàêî â äàëüíåéøåì â äàííîé ðàáîòå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü
ðåãóëÿðíûå êðàåâûå óñëîâèÿ, òàê êàê äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðè u(x) ∈ L2
îïåðàòîðû ñ ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ñîõðàíÿþò êëàññè÷åñêèå àñèìïòîòèêè
äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ óíêöèé, êðîìå òîãî, ñèñòåìà èõ ñîáñòâåííûõ
è ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé îáðàçóåò áàçèñ èññà.
Â ñëó÷àå âåùåñòâåííîñòè óíêöèè u(x) ìèíèìàëüíûé îïåðàòîð Lm ñèììåòðè÷åí ñ
èíäåêñàìè äååêòà (2, 2). Íåñëîæíî îïèñàòü âñå ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ Lm.
Òåîðåìà 1.7. Åñëè óíêöèÿ u(x) âåùåñòâåííà, òî ïðîèçâîëüíîå ñàìîñîïðÿæåííîå
ðàñøèðåíèå L ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà Lm ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì îïåðàòîðà LM íà
îáëàñòü
D(L) = {y y ∈ D(LM), U1(y) = U2(y) = 0} ,
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ãäå ëèíåéíûå îðìû U1, U2 èìåþò ïðåäñòàâëåíèå (1.6), äëÿ êîýèöèåíòîâ êîòîðûõ
âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
AJA∗ −BJB∗ = 0, A =
(
a11 a12
a21 a22
)
, B =
(
b11 b12
b21 b22
)
, J =
(
0 1
−1 0
)
. (1.8)
Íàîáîðîò, ëþáûå êðàåâûå óñëîâèÿ âèäà (1.6), (1.8) îïðåäåëÿþò ñàìîñîïðÿæåííûé
îïåðàòîð L.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ ïî÷òè äîñëîâíûì ïîâòîðåíèåì ðàññóæäåíèé
èç ðàáîòû Êðåéíà [20,  3℄ è çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ. 
Çàìå÷àíèå 1.8. Ïîëåçíî îòìåòèòü, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå
ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â îðìå
(U − 1)
(
y[1](0)
−y[1](pi)
)
+ i(U + 1)
(
y(0)
y(pi)
)
= 0,
ãäå U  ïðîèçâîëüíàÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà. Äîêàçàòåëüñòâî
ýêâèâàëåíòíîñòè òàêîé çàïèñè ïðåäûäóùåé ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê â ìîíîãðàèè
îåÁåêåòîâà è Õîëüêèíà [29℄. Ïîëåçíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ,
îïðåäåëÿþùèå ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, îáÿçàòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç
óñëîâèé 1  3 òåîðåìû (1.5), ò. å. ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ïî Áèðêãîó. Äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ïðîâåðêîé.
1.2. Àïïðîêñèìàöèÿ ãëàäêèìè ïîòåíöèàëàìè. Äðóãîé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ
îïåðàòîðà L ñ ïîòåíöèàëîì-ðàñïðåäåëåíèåì îñíîâàí íà èäåå àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðàìè
ñ ãëàäêèìè ïîòåíöèàëàìè.
Ïóñòü q(x) ∈ W−12 [0, pi], u(x) =
∫
q(t) dt. Ïóñòü qε(x)  ñåìåéñòâî ãëàäêèõ óíêöèé,
òàêèõ, ÷òî ‖qε(x) − q(x)‖W−1
2
→ 0 ïðè ε → 0. Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
uε(x) =
∫
qε(t) dt→ u(x) ïðè ε→ 0 â ïðîñòðàíñòâå L2.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lε îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé äèåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì
lε(y) = −y′′ + qε(x)y è ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.6), â êîòîðûõ ïåðåìåííûå
y[1](0), y[1](pi) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì
y[1](x) = y′(x)− uε(x)y(x). (1.9)
Â ñëó÷àå ãëàäêèõ óíêöèé uε(x) ïîäñòàíîâêà â êðàåâûå óñëîâèÿ ïåðåìåííûõ y
[1](0), y[1](pi)
âìåñòî îáû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ ñîõðàíÿåò ðåãóëÿðíîñòü êðàåâûõ óñëîâèé. Ïîýòîìó (ñì. [25,
ë. 1℄) îïåðàòîðû Lε êîððåêòíî îïðåäåëåíû è èìåþò äèñêðåòíûé ñïåêòð. Îêàçûâàåòñÿ
ñïðàâåäëèâûì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1.9. Ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ λ ∈ C òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ
ε > 0 çíà÷åíèå λ ïðèíàäëåæèò ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâàì îïåðàòîðîâ Lε, à
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Lε − λ)−1 óíäàìåíòàëüíà ïðè ε → 0 â ðàâíîìåðíîé îïåðàòîðíîé
òîïîëîãèè, ò. å.
‖(Lε − λ)−1 − (Lδ − λ)−1‖ → 0 ïðè ε, δ → 0.
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Îïåðàòîð T , ÿâëÿþùèéñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Lε − λ)−1 íå èìååò ÿäðà, à
ïîòîìó íà îáëàñòè çíà÷åíèé T îïðåäåëåí îïåðàòîð T−1. Ïðè ýòîì îïåðàòîð T−1 + λ
ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì L, îïðåäåëåííûì â òåîðåìå 1.7.
Proof. Çäåñü, êàê è â ïåðâîì ïîäõîäå, âíîâü îñíîâíóþ ðîëü èãðàåò òåîðåìà 1.2. Ïóñòü
uε(x)
L2→ u0(x) ïðè ε→ 0,
à Lε  îïðåäåëåííûå âûøå îïåðàòîðû ñ ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Îáîçíà÷èì
÷åðåç ϕε(x), ψε(x) ïàðó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
−y′′ + u′ε(x)y = λy, (1.10)
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
ϕε(0) = 1, ϕ
[1]
ε (0) = 0; ψε(0) = 0, ψ
[1]
ε (0) = 1.
Ïðè ε = 0 ëåâóþ ÷àñòü (1.10) ïîíèìàåì òàê æå, êàê â (1.1).
Óðàâíåíèå (1.10) ïåðåïèøåì â âèäå ñèñòåìû (1.3), ïðè ýòîì ìàòðèöà êîýèöèåíòîâ A
ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû áóäåò ñîäåðæàòü óíêöèè uε(x) è u
2
ε(x). Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2,
èìååì (ìû ïîëàãàåì z[0] = z)
‖ϕ[j]ε (x)− ϕ[j]δ (x)‖1,1 + ‖ψ[j]ε (x)− ψ[j]δ (x)‖1,1 6 C
(‖uε(x)− uδ(x)‖L1 + ‖u2ε(x)− u2δ(x)‖L1) 6
6 C1 (‖uε(x)− uδ(x)‖L2) , j = 0, 1, (1.11)
ãäå ‖ · ‖1,1  íîðìà â W 11 .
Òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå ïðè δ = 0, òî íåðàâåíñòâî (1.11)
îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è ïðè δ = 0.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âðîíñêèàí ïàðû ϕε, ψε òîæäåñòâåííî ðàâåí 1, íåïîñðåäñòâåííîé
ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî óíêöèÿ
zε(x) =
x∫
0
[ϕε(x)ψε(ξ)− ψε(x)ϕε(ξ)] f(ξ) dξ
óäîâëåòâîðÿåò ðåçîëüâåíòíîìó ðàâåíñòâó
−y′′ + u′ε(x)y − λy = f(x) ∈ L2[0, pi]. (1.12)
Îáùåå ðåøåíèå (1.12) èìååò âèä
yε(x) = zε(x) + a1ϕε(x) + a2ψε(x), (1.13)
ãäå a1, a2  ïîñòîÿííûå. Ïîäñòàâèâ ýòî ðåøåíèå â êðàåâûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì
a1 = ∆
−1
∣∣∣∣U1(zε) U1(ψε)U2(zε) U2(ψε)
∣∣∣∣ , a2 = ∆−1 ∣∣∣∣U1(ϕε) U1(zε)U2(ϕε) U2(zε)
∣∣∣∣ , ∆ = ∣∣∣∣U1(ϕε) U1(ψε)U2(ϕε) U2(ψε)
∣∣∣∣ .
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Ïîñêîëüêó êðàåâûå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíû, òî ∆ = ∆ε(λ) 6≡ 0 ïðè âñåõ ε > 0 (ïðè ε = 0 ýòî
âûòåêàåò èç ëåììû 1.4 è ïðåäñòàâëåíèÿ (1.7)). Èç îöåíêè (1.11) èìååì
|Us(ϕε)− Us(ϕδ)|+ |Us(ψε)− Us(ψδ)| 6 C‖uε − uδ‖L2, s = 1, 2,
à ïîòîìó |∆ε −∆δ| 6 C‖uε − uδ‖L2 . Â ñèëó òåîðåìû 1.2 äëÿ óíêöèé zε(x) òàêæå èìååì
îöåíêó
‖z[j]ε (x)− z[j]δ (x)‖1,1 6 C‖u2ε − u2δ‖L2‖f‖L1 6 C‖uε − uδ‖L2‖f‖L1, j = 0, 1.
Âûáåðåì òåïåðü ÷èñëî λ òàêèì, ÷òîáû ∆0(λ) 6= 0. Òîãäà |∆ε(λ)| > c = c(λ) ïðè âñåõ
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòîÿííûå a1 = a1(ε), a2 = a2(ε) â (1.13)
òàêîâû, ÷òî
|a1(ε)− a1(δ)|+ |a2(ε)− a2(δ)| 6 C‖uε − uδ‖L2‖f‖L2,
ãäå C çàâèñèò òîëüêî îò âûáðàííîãî ÷èñëà λ. Ïîëó÷åííûå îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ
ðåøåíèé
yε = (Lε − λ)−1f
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
‖yε − yδ‖L2 6 C‖yε − yδ‖1,1 6 C‖uε − uδ‖L2‖f‖L2 .
Òåì ñàìûì äîêàçàíî ñîîòíîøåíèå (1.10), èëè ðàâíîìåðíàÿ ðåçîëüâåíòíàÿ ñõîäèìîñòü
îïåðàòîðîâ Lε ïðè ε → 0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè T åñòü ïðåäåë îïåðàòîðîâ (Lε − λ)−1, òî
y = Tf åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.12) ïðè ε = 0 è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùèì
êðàåâûì óñëîâèÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, y 6= 0, åñëè f 6= 0, ò. å. ker T = {0}. Ïðè ýòîì
î÷åâèäíî, T = (L − λ)−1, ãäå îïåðàòîð L áûë ïîñòðîåí â òåîðåìå 1.9. Ýòèì çàâåðøàåòñÿ
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
1.3. Ìåòîä êâàäðàòè÷íûõ îðì. Ñíà÷àëà ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî
u(x)  âåùåñòâåííàÿ óíêöèÿ. Âûïèøåì êâàäðàòè÷íóþ îðìó, îòâå÷àþùóþ
äèåðåíöèàëüíîìó âûðàæåíèþ (1.1). Èìååì
(l(y), y) = −((y[1])′, y)− (u(x)y[1], y)− (u2(x)y, y) = (y[1], y[1])− (u2(x)y, y) + (y∨, y∧), (1.14)
ãäå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ
y∧ =
(
y(0)
y(pi)
)
, y∨ =
(
y[1](pi)
−y[1](pi)
)
(ñì. çàìå÷àíèå 1.8). Ïóñòü A  ïðîèçâîëüíàÿ ñàìîñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 2 × 2.
Ïîëîæèì
W 12,U =
{
y ∈ W 12 [0, pi] Uy∧ = 0
}
, (1.15)
ãäå U  ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 2×2. Î÷åâèäíî, W 12,U åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî â W 12
êîðàçìåðíîñòè 6 2, â çàâèñèìîñòè îò ðàíãà ìàòðèöû U . Ïðè U = 0 èìååì W 12,U = W
1
2 . Íà
ïðîñòðàíñòâå W 12,U îïðåäåëèì êâàäðàòè÷íóþ îðìó
L(y, y) = (y[1], y[1])− (u2(x)y, y) + (Ay∧, y∧). (1.16)
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Ëåììà 1.10. Êâàäðàòè÷íàÿ îðìà (1.16) îïðåäåëåíà ïðè y ∈ W 12,U è çàìêíóòà.
Proof. Åñëè y ∈ W 12,U , à u(x) ∈ L2, òî u(x)y(x) è y′(x) ïðèíàäëåæàò L2, à ïîòîìó
îðìà (1.16) êîððåêòíî îïðåäåëåíà. Äàëåå,
(u2(x)y, y) 6 ‖u‖2L2‖y‖2C 6 ε‖y‖21,2 +M‖y‖2L2,
ãäå ÷èñëî ε ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî ìàëûì, à ïîñòîÿííàÿ M çàâèñèò îò ε è ‖u‖L2.
Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà âûòåêàåò èç êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ W 12 ⊂ C[0, pi]. Èìååì òàêæå
|(y′, u(x)y)| 6 ‖y′‖‖u(x)y‖ 6 ‖y′‖‖u(x)‖‖y‖C 6 ε‖u(x)‖‖y′‖‖y‖1,2 +M‖y′‖‖u(x)‖‖y‖ 6
6 (ε‖u(x)‖+Mε)‖y‖1,2 + ε−1M‖u(x)‖2‖y‖2 6 ε1‖y‖21,2 +M1‖y‖2.
Íàêîíåö,
|(Ay∧, y∧)| 6 C‖y‖2C 6 ε‖y′‖2 +M‖y‖2.
Ïîëó÷åííûå îöåíêè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå
L(y, y) = (y′, y′) + (y, y) +Q(y, y) = ‖y‖21,2 +Q(y, y),
ãäå
|Q(y, y)| 6 ε‖y‖21,2 +M‖y‖2L2.
Âûáðàâ ε < 1, èç èçâåñòíîé òåîðåìû (ñì. [15, ë. 6.1℄) ïîëó÷èì çàìûêàåìîñòü îðìû
L(y, y) â ïðîñòðàíñòâå W 12,U . Ëåììà äîêàçàíà.
Çàìêíóòàÿ êâàäðàòè÷íàÿ îðìà (1.16) (îíà çàâèñèò îò âûáîðà ìàòðèö A è U),
ñîãëàñíî ïåðâîé òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè (ñì., íàïðèìåð, [15, ë. VI.2℄), îïðåäåëÿåò
ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëóîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð L, ïðè÷åì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
êâàäðàòíîãî êîðíÿ (L+α)1/2 (çäåñü α > 0  äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî) ñîâïàäàåò ñ W 12,U .
Êîíå÷íî, òàêèì îáðàçîì ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû âñå îïèñàííûå ðàíåå ñàìîñîïðÿæåííûå
ðàñøèðåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îïåðàòîðà Lm. Íàïðèìåð, åñëè ñàìîñîïðÿæåííîå ðàñøèðåíèå
L îïèñûâàåòñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (U−1)y∨+i(U+1)y∧ = 0, ãäå ìàòðèöà U−1 îáðàòèìà
(ýòî ñîîòâåòñòâóåò èãóðèðóþùåìó â òåîðåìå 1.5 óñëîâèþ J42 6= 0), òî ýòîìó ðàñøèðåíèþ
ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòè÷íàÿ îðìà (1.16), îïðåäåëåííàÿ íà âñåì ïðîñòðàíñòâå W 12 ,
ïðè÷åì ìàòðèöà A â (1.16) íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ A = −i(U − 1)−1(U + 1), ò. å. ÿâëÿåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèåì Êýëè îò U .
Ïîäõîä ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êâàäðàòè÷íûõ îðì ïîçâîëÿåò íàì ïîëó÷èòü
äîïîëíèòåëüíóþ èíîðìàöèþ îá îáëàñòè îïåðàòîðà L. À èìåííî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1.11. Ïóñòü L  ñàìîñîïðÿæåííîå ðàñøèðåíèå ìèíèìàëüíîãî îïåðàòîðà Lm, à
W 12,U  ïîäïðîñòðàíñòâî âW
1
2 , ñîñòîÿùåå èç óíêöèé, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò êðàåâûì
óñëîâèÿì íóëåâîãî ïîðÿäêà (èìåþòñÿ â âèäó êðàåâûå óñëîâèÿ âèäà (1.6), ïîðîæäàþùèå
ðàñøèðåíèå L). Òîãäà
D(L) =
{
y ∈ W 12,U l(y) ∈ L2
}
, (1.17)
ãäå ðàâåíñòâî −y′′ + q(x)y = f(x) ∈ L2 ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé.
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Proof. Çàìåòèì, ÷òî âñå ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ Lm ïîëóîãðàíè÷åíû, òàê êàê Lm
ïîëóîãðàíè÷åí è åãî èíäåêñû äååêòà êîíå÷íû. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî
L > 0. Òîãäà D(L) ⊂ D(L1/2), à ïîòîìó D(L) ⊂ W 12,U . Óñëîâèå l(y) ∈ L2 ñëåäóåò èç
îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 1.12. Îïðåäåëåíèå (1.17) îáëàñòè D(L) âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ
îïðåäåëåíèåì (1.2). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
−y′′ + q(x)y = −(y[1])′ − u(x)y[1] − u2(x)y = f(x) ∈ L2,
òî (y[1])′ ∈ L1[0, pi], à ïîòîìó y[1] ∈ W 11 [0, pi]. Â ÷àñòíîñòè, ïðè y ∈ D(L) èíòåãðèðîâàíèå
ïî ÷àñòÿì â (1.14) ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì.
Ïðåäëîæåííûé ìåòîä êâàäðàòè÷íûõ îðì ìîæåò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàí è äëÿ
îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ ñ êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì-ðàñïðåäåëåíèåì q(x). Îäíàêî ýòîò
ìåòîä íå äàåò îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ ñ ïðîèçâîëüíûìè ðåãóëÿðíûìè (èëè áîëåå îáùèìè)
êðàåâûìè óñëîâèÿìè, à òîëüêî êðàåâûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîä÷èíåííûìè
âîçìóùåíèÿìè ñàìîñîïðÿæåííûõ. Â ñëó÷àå êîìïëåêñíîé óíêöèè u(x) ðàâåíñòâî (1.14)
ñëåäóåò çàïèñàòü â âèäå
(l(y), y) = (y′, y′)− (u(x)y, y′)− (u(x)y′, y) + (y∨, y∧).
Ýòî ðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò àññîöèèðîâàòü ñ äèåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì l(y)
êâàäðàòè÷íóþ îðìó
L(y, y) = (y′, y′)− (u(x)y, y′)− (u(x)y′, y) + (Ay∧, y∧),
ãäå A  ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 2 × 2. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
îðìà L(y, y) îïðåäåëåíà íà ïðîñòðàíñòâå W 12,U . Ýòà êâàäðàòè÷íàÿ îðìà íå ÿâëÿåòñÿ
âåùåñòâåííîé, íî îíà ñåêòîðèàëüíà è ÿâëÿåòñÿ ε-ïîä÷èíåííîé îðìå (y′, y′) ïðè ëþáîì
ε > 0. Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. [15, ë. 6.2℄), ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ñåêòîðèàëüíûé
îïåðàòîð L, ïîðîæäàþùèé ýòó îðìó. Ïðîèçâîëüíûå ðàñøèðåíèÿ L, ïîëó÷åííûå â
ïðåäûäóùåì ïóíêòå, íå ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ íà ýòîì ïóòè. Áîëåå òî÷íî, ýòèì ìåòîäîì
ïîëó÷àþòñÿ òå îïåðàòîðû L èç òåîðåìû 1.5, äëÿ êîòîðûõ ðàâåíñòâà Uj(y) = 0, j = 1, 2,
âëåêóò âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ
(y∨, y∧) = (Ay∧, y∧).
1.4. Ìåòîä ìóëüòèïëèêàòîðîâ. Ïóñòü q(x) ∈ D′, à y ∈ D. Òîãäà
L(y, y) = (−y′′ + q(x)y, y) = (y′, y′) + (q(x)y, y).
Åñëè ñïðàâåäëèâà îöåíêà
|(q(x)y, y)| 6 ε(y′, y′) +M(y, y), M =M(ε), (1.18)
òî êâàäðàòè÷íàÿ îðìà ñåêòîðèàëüíà è çàìûêàåìà, ïðè÷åì îáëàñòü åå çàìûêàíèÿ
ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì
o
W
1
2. Â ýòîì ñëó÷àå ñ îðìîé L ìîæíî àññîöèèðîâàòü îïåðàòîð.
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Åñòåñòâåí âîïðîñ: äëÿ êàêèõ óíêöèé q(x) ∈ D′ îöåíêà (1.18) ñïðàâåäëèâà? Äëÿ îòâåòà íà
íåãî ïîëåçíî ââåñòè ñëåäóþùåå ïîíÿòèå. Ôóíêöèþ q(x) ∈ D′ íàçîâåì ìóëüòèïëèêàòîðîì
èç ïðîñòðàíñòâà
o
W
1
2 â äóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî W
−1
2 , åñëè
|(q(x)y, y)| 6 C‖y‖21,2, ∀y ∈ D, (1.19)
ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò y, à ‖ · ‖1,2  íîðìà â
o
W
1
2. Î÷åâèäíî, ìóëüòèïëèêàòîðû
îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖q‖ = inf C, ãäå èíèíóì áåðåòñÿ ñðåäè
ïîñòîÿííûõ C â (1.19). Ýòî ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷èì ÷åðåç M [1]. Â ñòàòüå [27℄ ïîêàçàíî,
÷òî W−12 ⊂M [1], à â ñòàòüå [2℄ äîêàçàíî ðàâåíñòâî M [1] = W−12 è ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì â
ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Õîòÿ â ðàáîòàõ [27℄ è [2℄ ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû íà âñåé ïðÿìîé
R (è èõ ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ â Rn), äîêàçàòåëüñòâà íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå íà
êîíå÷íûé èíòåðâàë. Â íàøåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèÿ W−12 ⊂ M [1] î÷åâèäíà â
ñèëó îöåíêè
|(q(x)y, y)| 6 |(q(x), yy)| 6 ‖q‖−1,2‖yy‖1,2 6 ‖q‖−1,2‖y‖21,2, y ∈ D.
Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî ãëàäêèå óíêöèè ϕ ∈ D ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå W−12 = M [1],
ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ìóëüòèïëèêàòîðà q ∈ W−12 âûïîëíåíà îöåíêà (1.18). Òåì
ñàìûì, äëÿ ëþáîé q ∈ W−12 îïðåäåëåí îïåðàòîð L, àññîöèèðîâàííûé ñ îðìîé
L(y, y). Î÷åâèäíî, ýòîò îïåðàòîð L ñîâïàäàåò ñ ïðåæíèìè îïðåäåëåíèÿìè îïåðàòîðà L,
îòâå÷àþùåãî êðàåâûì óñëîâèÿì Äèðèõëå
y(0) = y(pi) = 0.
Îäíàêî ýòîò ìåòîä ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ ñ áîëåå îáùèìè
êðàåâûìè óñëîâèÿìè, õîòÿ êðàåâûå óñëîâèÿ ëèáî íå áóäóò èãóðèðîâàòü âîâñå, ëèáî áóäåò
îäíî óñëîâèå íóëåâîãî ïîðÿäêà.
àññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî W 12,U ⊆ W 12 êîðàçìåðíîñòè 1 èëè 0 (ñì. (1.15). Íà ýòîì
ïîäïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèì êâàäðàòè÷íóþ îðìó
L(y, y) = (y′, y′) + (q(x), yy), y ∈ W 12,U . (1.20)
Åñëè W 12,U = W
1
2 , òî óñëîâèå y ∈ W 12 âëå÷åò yy ∈ W 12 . Ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ
W 12,U , åñëè êðàåâîå óñëîâèå, ïîðîæäàþùåå ýòî ïðîñòðàíñòâî, èìååò âèä y(0) = 0 èëè
y(pi) = 0, ëèáî y(0)− αy(pi) = 0 è α = ±1. Ïðè α 6= ±1 óíêöèÿ yy ∈ W 12,V , ãäå èíäåêñ V
îçíà÷àåò íîâîå êðàåâîå óñëîâèå V (ϕ) = ϕ(0)−|α|2ϕ(pi) = 0. Èç îïðåäåëåíèÿ îðìû (1.20) è
âêëþ÷åíèÿ yy ∈ W 12,V ñëåäóåò, ÷òî îðìà L êîððåêòíî îïðåäåëåíà íàW 12,U , åñëè q ∈ (W 12,V )′
 äóàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó ê W 12,V ïî îòíîøåíèþ ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ â L2.
Ïðîñòðàíñòâî
o
W
1
2 èìååò êîðàçìåðíîñòü 1 èëè 2 â W
1
2,V , ïîýòîìó W
−1
2 (äóàëüíîå êo
W
1
2) èìååò êîðàçìåðíîñòü 1 èëè 2 â (W
1
2,V )
′
. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå W 12,U = W
1
2 èìååì
(W 12 )
′ = W−12 ⊕ N, ãäå N  äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå óíêöèîíàëû
F0(y) = y(0) è F1(y) = y(pi). Äóàëüíûì ê ïðîñòðàíñòâó W
1
2,V ñ êðàåâûì óñëîâèåì
y(0)−α2y(pi) = 0 áóäåò ïðîñòðàíñòâî W−12 ⊕N, ãäå îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî N ñîäåðæèò
óíêöèîíàë F (y) = α2y(0) + y(pi). Èç ïëîòíîñòè ãëàäêèõ óíêöèé â W−12 ìîæíî âûâåñòè
îöåíêó
|(q, yy)| 6 ε(y′, y′) +M(y, y), y ∈ W 12,U ,
12
à ïîòîìó êâàäðàòè÷íàÿ îðìà (1.20) îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé ñåêòîðèàëüíûé îïåðàòîð L.
Íåäîñòàòîê òàêîãî îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû íå óêàçûâàåì ÿâíóþ
îðìóëó äëÿ êâàäðàòè÷íîé îðìû (1.20) ÷åðåç ðåãóëÿðíóþ óíêöèþ u(x) =
∫
q(ξ) dξ.
Îäíàêî ýòîò íåäîñòàòîê ìîæíî èñïðàâèòü è íàïèñàòü ÿâíóþ îðìóëó, èñïîëüçóÿ
ïðåäñòàâëåíèå
yy = (y − ψ)y + ψ(y − ψ) + ψψ,
ãäå ψ = y(0)+pi−1(y(pi)−y(0))x. Ôóíêöèÿ y−ψ àííóëèðóåòñÿ íà êîíöàõ îòðåçêà, à ïîòîìó
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(q(x), yy) = −(u(x), [yy − ψψ]′) + (q(x), ψψ) = −(u(x), (yy)′) + (u(x), (ψψ)′) + (q, ψψ),
ïðè ýòîì âûáîð çíà÷åíèÿ (q, ψψ) íàõîäèòñÿ â íàøåé âëàñòè. Íåñëîæíî âèäåòü,
÷òî îïèñàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü òàêîé æå êëàññ îïåðàòîðîâ, êàê ìåòîä
êâàäðàòè÷íûõ îðì.
1.5 Îáñóæäåíèå óñëîâèÿ íà ïîòåíöèàë q(x). Âî âñåõ ïðåäëîæåííûõ ìåòîäàõ
îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L èãóðèðîâàëî óñëîâèå q(x) ∈ W−12 .Ìû íå âèäèì âîçìîæíîñòè
ïîëó÷èòü ïîõîæèå ðåçóëüòàòû, íàïðèìåð, äëÿ óíêöèé u(x) ∈ Lp, p < 2. Ïîñòàâèì
ñëåäóþùèé âîïðîñ: ìîæíî ëè îïðåäåëèòü îïåðàòîð L äëÿ u(x) ∈ Lp, p < 2, ñ ïîìîùüþ
ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà? Òî÷íåå, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàäêèõ óíêöèé uε(x) òàêîâà,
÷òî ‖uε−u‖Lp → 0 ïðè ε→ 0, òî áóäåò ëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ
Lε èìåòü ñèëüíûé èëè ðàâíîìåðíûé ðåçîëüâåíòíûé ïðåäåë, íå çàâèñÿùèé îò âûáîðà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè uε? Ïîêàæåì, ÷òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îòðèöàòåëåí. Äàëåå íàì
áóäåò óäîáíî âìåñòî îòðåçêà [0, pi] ðàññìàòðèâàòü îòðåçîê [−1, 1].
Ïðåäëîæåíèå 1.13. àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîòåíöèàëîâ
qε(x) = u
′
ε(x) =

0, åñëè x ∈ [−1,−ε] ∪ [ε, 1];
ε−3/2, åñëè x ∈ (−ε, 0);
−ε−3/2, åñëè x ∈ (0, ε).
(1.21)
íà îòðåçêå [−1, 1]. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ ØòóðìàËèóâèëëÿ Lε ñ
ïîòåíöèàëàìè qε(x) è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå y(−1) = y(1) = 0 èìååò
ïðåäåë â ñìûñëå ñèëüíîé ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòè. Ïðåäåëüíûé îïåðàòîð L0 çàäàåòñÿ
äèåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì
−y′′ − 2
3
δ(x)y
è êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå.
Proof. Îòìåòèì, ÷òî ïîòåíöèàëû âèäà (1.21) ïîÿâèëèñü â ñâÿçè ñ çàäà÷åé îïðåäåëåíèÿ
îïåðàòîðà ØòóðìàËèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëîì δ′ (ñì. [53℄)). Íàì íóæíî äîêàçàòü ñèëüíóþ
ðåçîëüâåíòíóþ ñõîäèìîñòü
Lε := − d
2
dx2
+ qε(x)−→
ε→0
L0 := − d
2
dx2
− 2
3
δ(x).
Â ñèëó âåùåñòâåííîñòè ïîòåíöèàëà, îïåðàòîðû Lε, ε > 0 ñàìîñîïðÿæåííû. Òàêèì îáðàçîì,
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü ðåçîëüâåíò Rε(λ)−→
ε→0
R0(λ) äëÿ λ ∈ C\R (íà
ñàìîì äåëå, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî ñîîòíîøåíèå äëÿ λ = i è λ = −i (ñì. [15℄)).
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Ïóñòü ϕε(x) è ψε(x) ïàðà ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
−y′′ + u′ε(x)y = λy,
òàêèõ, ÷òî
ϕε(−1) = 1, ϕ[1]ε (−1) = 0; ψε(−1) = 0, ψ[1]ε (−1) = 1.
Çäåñü êâàçèïðîèçâîäíûå ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå ðàâåíñòâà (1.9). Ïðè ε = 0 ïîëàãàåì
u′0(x) = −2/3δ(x).
Ôóíêöèÿ
zε(x) =
x∫
0
(ϕε(x)ψε(ξ)− ψε(x)ϕε(ξ))f(ξ)dξ (1.22)
óäîâëåòâîðÿåò ðåçîëüâåíòíîìó ðàâåíñòâó
−y′′ + u′ε(x)y − λy = f(x) ∈ L2[0, pi] (1.23)
(ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.9). Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.23) èìååò âèä
yε(x) = zε(x) + a1ϕε(x) + a2ϕε(x).
Ïîäñòàâèâ åãî â êðàåâûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì
yε(−1) = a1 = 0, yε(1) = zε(1) + a2ψε(1) = 0,
ò.å. a2 = −zε(1)/ψε(1). Ïîêàæåì, ÷òî
‖ϕε(x)− ϕ0(x)‖L2[−1,1] + ‖ψε(x)− ψ0(x)‖L2[−1,1]−→
ε→0
0. (1.24)
Òîãäà èç îðìóëû (1.22) ñëåäóåò ‖zε(x) − z0(x)‖L2 −→
ε→0
0, à ïîýòîìó |a2(ε) − a2(0)| −→
ε→0
0 è
‖yε(x)− y0(x)‖L2 −→
ε→0
0. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ñîîòíîøåíèÿ
(1.24). Ó÷èòûâàÿ ïðîñòîé âèä ïîòåíöèàëîâ qε(x), ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî äîêàçàòü
ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè, íî äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü óòîìèòåëüíûõ ïîäñ÷åòîâ, ìû
äîêàæåì åãî äðóãèì ñïîñîáîì.
Ïóñòü
uε(x) =
x∫
−1
qε(t)dt =

0, ïðè x ∈ [−1,−ε] ∪ [ε, 1];
ε−3/2(x+ ε), ïðè x ∈ [−ε, 0];
ε−3/2(ε− x), ïðè x ∈ [0, ε].
Îáîçíà÷èì òàêæå
vε(x) :=
x∫
−1
u2ε(t)dt =

0, ïðè x ∈ [−1,−ε];
1/3ε−3(x+ ε)3, ïðè x ∈ [−ε, 0];
2/3 + 1/3ε−3(x− ε)3, ïðè x ∈ [0, ε];
2/3, ïðè x ∈ [ε, 1].
Ïðè ε > 0 îò óðàâíåíèÿ (1.23) ìîæíî ïåðåéòè ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
ñ ïîìîùüþ çàìåíû
y1,ε(x) = yε(x),
y2,ε(x) = y
′
ε(x) + (vε(x)− uε(x))yε(x)
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(òàêàÿ çàìåíà ÿâëÿåòñÿ íà ñàìîì äåëå ïîâòîðíîé ðåãóëÿðèçàöèåé äèåðåíöèàëüíîãî
âûðàæåíèÿ (0.1) (ñì.  4 íàñòîÿùåé ðàáîòû)). Ñèñòåìà áóäåò èìåòü âèä(
y1
y2
)′
=
(
uε − vε 1
−λ + 2vεuε − v2ε vε − uε
)(
y1
y2
)
. (1.25)
Ïðè ε→ 0 âèäèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå L1[−1, 1]
uε(x)→ 0, vε(x)→ 2
3
χ(x), v2ε(x)→
4
9
χ(x), uε(x)vε(x)→ 0,
ãäå χ(x)  óíêöèÿ Õåâèñàéäà. Òîãäà ìàòðèöû ñèñòåìû (1.25) ñõîäÿòñÿ ê ìàòðèöå −23χ(x) 1
−λ− (2
3
χ(x))2 2
3
χ(x)

(1.26)
Â ñèëó òåîðåìû 1.2, ðåøåíèå ñèñòåìû (1.25) ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå W 11 [−1, 1] ê ðåøåíèþ
ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé (1.26). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ðåøåíèÿ
òàêîé ñèñòåìû åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
−y′′ − 2
3
δ(x)y = λy
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.
Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñèëüíûì ðåçîëüâåíòíûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îïåðàòîðîâ ØòóðìàËèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëàìè (1.21) è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå
áóäåò îïåðàòîð ñ ïîòåíöèàëîì −2
3
δ(x). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî uε(x) → 0 â Lp
ïðè p < 2. Òàêèì îáðàçîì, ðåçîëüâåíòíûé ïðåäåë îïåðàòîðîâ Lε (åñëè îí ñóùåñòâóåò)
çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè uε(x) åñëè ñõîäèìîñòü ïîíèìàåòñÿ â Lp ïðè p < 2.
Ýòî êîíå÷íî íå îçíà÷àåò, ÷òî îïðåäåëèòü îïåðàòîð ØòóðìàËóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëîì
q(x) = u′(x), u(x) /∈ L2 íåâîçìîæíî. Äëÿ "ðàçóìíîãî" îïðåäåëåíèÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ
íåîáõîäèìî ïðèâëåêàòü äîïîëíèòåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ (èìåííî íà òàêîì ïóòè â  4
íàñòîÿùåé ðàáîòû îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàòîðû ñ ïîòåíöèàëàìè âèäà xα). Åñëè æå ãîâîðèòü
îá îïðåäåëåíèè òàêèõ îïåðàòîðîâ ïîñðåäñòâîì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, òî äëÿ êîððåêòíîñòè
ýòîãî ñïîñîáà íåîáõîäèìî "ðàçóìíûì îáðàçîì" ñóçèòü êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ãëàäêèõ
óíêöèé ïðèáëèæàþùèõ ïîòåíöèàë, ÷òîáû èçáåæàòü íåîäíîçíà÷íîñòè â ïðåäåëå.
1.6. Ïðèìåðû. Êëàññè÷åñêèìè ïðèìåðàìè ïîòåíöèàëîâ-ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðûå
áûëè ðàíåå èçó÷åíû, ÿâëÿþòñÿ q(x) = δ(x − x0) è q(x) = 1/(x − x0), ãäå x0 ∈ (0, pi).
Ïðèâåäåì äðóãèå ïðèìåðû.
Ïðèìåð 1. l(y) = −y′′ + signx
|x|α
y, x ∈ [−1, 1]. Ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè
(ñì. [10℄), óíêöèÿì
signx
|x|α
ìîæíî ñîïîñòàâèòü îáîáùåííûå óíêöèè, ïðè α 6= 2, 4, 6, . . . .
Ïðè α < 3/2, ïîëó÷åííûå îáîáùåííûå óíêöèè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè
óíêöèé èç L2 è çíà÷èò ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàòîð, çàäàâàåìûé âûðàæåíèåì l(y). Ýòîò
îïåðàòîð ïðè α 6= 1 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ly = −y′′ + |x|−α sign x y,
D(L)=
{
y ∈ W 11
∣∣∣∣∣ l(y) ∈ L2, y(±1) = 0y(x)− y(0)(1 + x(1−α)(2−α) |x|1−α) ∈ W 21 [−1, 1]
}
,
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çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî l(y) ∈ L2 íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (−1, 0) è (0, 1). Ïðè α = 1
ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íóæíî çàìåíèòü ñëåäóþùèì
y(x)− y(0)(1 + x ln |x|) ∈ W 21 [−1, 1].
Òàêîå æå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà L ïðè α = 1 äàíî â [14℄, [15℄.
Ïðèìåð 2. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îïåðàòîð ØòóðìàËèóâèëëÿ äëÿ
ïîòåíöèàëîâ q(x), èìåþùèõ ñêîëü óãîäíî âûñîêóþ ñèíãóëÿðíîñòü âî âíóòðåííåé òî÷êå,
ïðè óñëîâèè, ÷òî ñèëüíûé ðîñò ïîòåíöèàëà êîìïåíñèðóåòñÿ ñèëüíîé îñöèëëÿöèåé. Â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîëîæèì q(x) = x−3(exp x−4) sin(exp x−4), x ∈ [−1, 1]. Èìååì∫
q(ξ)dξ = 4−1 cos(exp x−4) ∈ L2,
ïîýòîìó îïåðàòîð ØòóðìàËèóâèëëÿ äëÿ òàêîé óíêöèè q(x) âïîëíå îïðåäåëåí.
2. Àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ
óíêöèé äëÿ ðåãóëÿðíûõ êðàåâûõ óñëîâèé
Çäåñü ìû ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêèå îðìóëû äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
−y′′ + q(x)y = λy (2.1)
ïðè q(x) ∈ W−12 , ïîëüçóÿñü êîòîðûìè íàéäåì ãëàâíûå ÷ëåíû â àñèìïòîòè÷åñêèõ îðìóëàõ
äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ óíêöèé ïîñòðîåííîãî â  1 äèåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà L = −d2/dx2 + q ñ ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, â
ïîëó÷åííûõ â ýòîì ïàðàãðàå àñèìïòîòèêàõ äëÿ ðåøåíèé âûäåëåíû íå òîëüêî ãëàâíûå,
íî è âòîðûå ÷ëåíû. Èìåííî â ýòîì ñîñòîèò òåõíè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðåçóëüòàòîâ. Îäíàêî, çàïèñü âòîðûõ ÷ëåíîâ â àñèìïòîòèêàõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è
ñîáñòâåííûõ óíêöèé ïðèâîäèò ê ãðîìîçäêèì îðìóëèðîâêàì. Ôîðìóëèðîâêè ìîæíî
óïðîñòèòü, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ÷àñòíîãî âèäà. Ýòó ðàáîòó ìû
ïðîâåäåì â 3, à çäåñü, äëÿ îáùèõ óñëîâèé, îãðàíè÷èìñÿ ãëàâíûìè ÷ëåíàìè. Â êîíöå
ýòîãî ïàðàãðàà ìû äîêàæåì òåîðåìó î áàçèñíîñòè èññà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ
óíêöèé òàêèõ îïåðàòîðîâ.
2.1. Îáîçíà÷åíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ïàðàãðàà ïîòðåáóåò ñåðüåçíîé
òåõíè÷åñêîé ðàáîòû. Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
b(c, x, λ) :=
x∫
0
u(t) sin(2c+ 2λ1/2t)dt, a(c, x, λ) :=
x∫
0
u(t) cos(2c+ 2λ1/2t)dt,
B(c, x, λ) :=
x∫
0
u2(t) sin(2c+ 2λ1/2t)dt, A(c, x, λ) :=
x∫
0
u2(t) cos(2c+ 2λ1/2t)dt,
U(x) :=
x∫
0
u2(t)dt, w(c, x, λ) :=
x∫
0
t∫
0
u(t)u(s) cos(2c+ 2λ1/2t) sin(2c+ 2λ1/2s)dsdt,
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υ(c, x, λ) := b(c, x, λ) +
1
2
λ−1/2U(x) + 2w(c, x, λ)− 1
2
λ−1/2A(c, x, λ),
Υ(c, λ) := sup
06x6pi
(
|b(c, x, λ)|+ |a(c, x, λ|+ 2|w(c, x, λ)|+ 1
2
|λ−1/2A(c, x, λ)|
)
+ |λ|−1/2‖u‖2L2.
Äàëåå ìû áóäåì ïðîâîäèòü îöåíêè â êîìïëåêñíîé λïëîñêîñòè âíóòðè îáëàñòåé,
îãðàíè÷åííûõ ïàðàáîëàìè
Pα = {λ ∈ C | Reλ > 1, | Im
√
λ| < α},
à â zïëîñêîñòè (z =
√
λ) âíóòðè ïîëóïîëîñ
Πα = {z ∈ C | Re z > 1, | Im z| < α}.
Âñþäó äàëåå, ðàññìàòðèâàÿ óíêöèþ z =
√
λ, ïîäðàçóìåâàåì âûáîð åå ãëàâíîé âåòâè,
ïðèíèìàþùåé ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè λ > 0.
Ââåäåííûå âûøå óíêöèè áóäóò ó÷àñòâîâàòü â àñèìïòîòèêàõ ðåøåíèé, ïðè÷åì Υ2(λ)
áóäåò ñëóæèòü äëÿ îöåíêè îñòàòêîâ. Ôóíêöèþ Υ(λ) ìîæíî çàìåíèòü áîëåå ïðîñòûì
âûðàæåíèåì
Υ1(λ) = sup
06x6pi
(|b(c, x, λ)|+ |a(c, x, λ)|) + |λ|−1/2‖u‖2L2,
òàê êàê âíóòðè ïàðàáîë Pα ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêó
Υ1(λ) 6 Υ(λ) 6MΥ1(λ)
ñ ïîñòîÿííîé M , çàâèñÿùåé òîëüêî îò α è u(x). Íàì, îäíàêî, áóäåò óäîáíåå îïåðèðîâàòü
ñ óíêöèåé Υ(λ).
Ïîëîæèì
o
W
1
2[0, pi] = {f(x)| f(x) ∈ W 12 [0, pi], f(0) = f(pi) = 0},
ãäå W 12 [0, pi] = W
1
2  ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî. ×åðåç
W θ2 = [W
1
2 , L2]θ , 0 6 θ 6 1,
o
W
θ
2 = [
o
W
1
2, L2]θ , 0 6 θ 6 1,
îáîçíà÷àåì èíòåðïîëÿöèîííûå ïðîñòðàíñòâà. Îòìåòèì (ñì., íàïðèìåð [22, ãë. 4.3.3℄), ÷òî
W θ2 =
o
W
θ
2 ïðè 0 6 θ < 1/2. ×åðåç l
θ
p îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
lθp =
{
x = (x1, x2, x3, . . . )
∣∣∣∣∣ ‖x‖pθ,p =
∞∑
n=1
|nθxn|p <∞
}
, 0 6 θ 6 1, p > 1.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {zn} íàçîâåì íåñãóùàþùåéñÿ, åñëè íàéäåòñÿ ÷èñëî N òàêîå,
÷òî âíóòðè ëþáîãî êðóãà K(z, r) ñ öåíòðîì â òî÷êå z èêñèðîâàííîãî ðàäèóñà r ëåæèò íå
áîëåå N òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (N = N(r) íå çàâèñèò îò z ∈ C).
2.2. Àñèìïòîòèêà óíêöèé Ïðþåðà. Ìû óæå ïîêàçàëè â  1, ÷òî óðàâíåíèå (2.1)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû(
y1
y2
)′
=
(
u 1
−λ− u2 −u
)(
y1
y2
)
, y1 = y, y2 = y
′ − u(x)y. (2.2)
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Ñäåëàåì çàìåíó
y1(x, λ) = r(x, λ) sin θ(x, λ), y2(x, λ) = λ
1
2 r(x, λ) cos θ(x, λ) (2.3)
(åå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïåðåõîä ê îáîáùåííûì ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì), êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ìîäèèêàöèåé çàìåíû Ïðþåðà (ñì. [37℄). Òîãäà ñèñòåìó (2.2) ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå
r′ sin θ + rθ′ cos θ = ur sin θ + λ
1
2 r cos θ,
λ
1
2 r′ cos θ − λ 12 rθ′ sin θ = −λr sin θ − u2r sin θ − λ 12ur cos θ, (2.4)
ãäå r = r(x, λ), θ = θ(x, λ), u = u(x), à ïðîèçâîäíûå óíêöèé r è θ áåðóòñÿ ïî ïåðåìåííîé
x. Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå â (2.4) íà λ
1
2 cos θ è âû÷òåì âòîðîå óðàâíåíèå, óìíîæåííîå
íà sin θ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ óíêöèè θ(x, λ)
θ′(x, λ) = λ
1
2 + λ−
1
2u2(x) sin2 θ(x, λ) + u(x) sin 2θ(x, λ). (2.5)
Åñëè ìû ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå â (2.4), óìíîæåííîå íà λ
1
2 sin θ ñî âòîðûì óðàâíåíèåì,
óìíîæåííûì íà cos θ, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà óíêöèþ r(x, λ)
r′(x, λ) = −r(x, λ)
[
u(x) cos 2θ(x, λ) +
1
2
λ−1/2u2(x) sin 2θ(x, λ)
]
. (2.6)
Òàêèì îáðàçîì, îò ñèñòåìû (2.2) ìû ïåðåøëè ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé (2.5), (2.6).
Ýòè óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè. Íî äîñòîèíñòâî íîâîé ñèñòåìû ñîñòîèò â òîì,
÷òî óðàâíåíèå (2.5) íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíîé óíêöèè r(x, λ) è ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì
äèåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì íà óíêöèþ θ(x, λ). Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü  íàéòè
àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ óíêöèé θ(x, λ) è r(x, λ). Ýòè îðìóëû áóäóò
ïîëó÷åíû â íèæåñëåäóþùèõ ëåììàõ. Ïåðâàÿ èç ýòèõ ëåìì ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé. Íà
íåé áàçèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû êàê íàñòîÿùåãî, òàê è ñëåäóþùåãî ïàðàãðàîâ. Äàëåå áåç
íàïîìèíàíèé èñïîëüçóåì ââåäåííûå â ï.2.1 îáîçíà÷åíèÿ.
Ëåììà 2.1. Ïóñòü α > 0  ïðîèçâîëüíîå èêñèðîâàííîå ÷èñëî, Pα  îáëàñòü,
îãðàíè÷åííàÿ ïàðàáîëîé | Im√λ| < α. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî µ (çàâèñÿùåå òîëüêî îò
u(x) è α) òàêîå, ÷òî ïðè ëþáûõ c ∈ R è λ ∈ Pα, Reλ > µ, óðàâíåíèå (2.5) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå θ(x, λ), îïðåäåëåííîå ïðè âñåõ 0 6 x 6 pi è óäîâëåòâîðÿþùåå
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ θ(0, λ) = c. Ýòî ðåøåíèå äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå
θ(x, λ) = c+ λ1/2x+ b(c, x, λ) +
1
2
λ−1/2U(x) + 2w(c, x, λ)− 1
2
λ−1/2A(c, x, λ) + ρ(c, x, λ), (2.7)
ãäå
|ρ(c, x, λ)| 6MΥ2(λ), λ ∈ Pλ, Reλ > µ,
ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ M çàâèñèò îò u(x) è α, íî íå çàâèñèò îò c, x, λ.
Proof. àçîáüåì åãî íà íåñêîëüêî ýòàïîâ.
Ýòàï 1. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.5) â èíòåãðàëüíîì âèäå
θ(x, λ) = c+ λ1/2x+
x∫
0
u(t) sin 2θ(t, λ)dt+
1
2
λ−1/2
x∫
0
u2(t)dt− 1
2
λ−1/2
x∫
0
u2(t) cos 2θ(t, λ)dt.
(2.8)
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Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç F (θ) è áóäåì ðåøàòü ýòî óðàâíåíèå
ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.
θ0(x, λ) = c + λ
1/2x,
θ1(x, λ) = F (θ0) = θ0(x, λ) +
x∫
0
u(t) sin 2θ0(t, λ)dt+
+
1
2
λ−1/2
x∫
0
u2(t)dt− 1
2
λ−1/2
x∫
0
u2(t) cos 2θ0(t, λ)dt,
èëè, èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ,
θ1(x, λ) = θ0(x, λ) + b(c, x, λ) +
1
2
λ−1/2U(x)− 1
2
λ−1/2A(c, x, λ).
Äàëåå ìû âûïèøåì ïðèáëèæåíèå θ2, âûäåëèì â íåì ñëàãàåìîå 2w(c, x, λ), êîòîðîå âõîäèò
â ïðåäñòàâëåíèå (2.7) è îöåíèì îñòàòîê. Çàìåòèì, ÷òî
|θ1(x, λ)− θ0(x, λ)| 6 Υ(λ),
ïðè÷åì â ñèëó ëåììû èìàíàËåáåãà Υ(λ) → 0 ïðè λ → ∞, λ ∈ Pα. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ
÷èñëî µ > 1 òàêîå, ÷òî ïðè λ ∈ Pα, Reλ > µ âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè
|sin 2 (θ1 − θ0)− 2 (θ1 − θ0)| 6 2Υ3(λ) < Υ2(λ),
|cos 2 (θ1 − θ0)− 1| 6 3Υ2(λ). (2.9)
Âîñïîëüçîâàâøèñü òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè îðìóëàìè
sin 2θ1 = sin 2θ0 cos 2(θ1 − θ0) + cos 2θ0 sin 2(θ1 − θ0),
cos 2θ1 = cos 2θ0 cos 2(θ1 − θ0)− sin 2θ0 sin 2(θ1 − θ0)
è íåðàâåíñòâàìè (2.9), ïîëó÷èì
|sin 2θ1 − [sin 2θ0 + 2(θ1 − θ0) cos 2θ0]| 6 4M1Υ2(λ),
|cos 2θ1 − [cos 2θ0 − 2(θ1 − θ0) sin 2θ0]| 6 4M1Υ2(λ), (2.10)
ãäå M1 = ch 2piα (ýòà êîíñòàíòà âîçíèêàåò èç îöåíîê | sin 2θ0| < M1, | cos 2θ0| < M1 ïðè
λ ∈ Pα). Òåïåðü ïîëó÷àåì
θ2(x, λ) = F (θ1) = F (θ0) + 2
x∫
0
u(t) (θ1(t, λ)− θ0(t, λ)) cos 2θ0(t, λ)dt−
−λ−1/2
x∫
0
u2(t) (θ1(t, λ)− θ0(t, λ)) sin 2θ0(t, λ)dt+ ρ(x, λ),
(2.11)
ãäå îñòàòîê ρ(x, λ) â ñèëó íåðàâåíñòâ (2.10) ïîä÷èíåí îöåíêå
|ρ(x, λ)| 6 2 (2‖u‖L1 + ‖u‖2L2)M1Υ2(λ). (2.12)
Âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.11) äîïóñêàåò àíàëîãè÷íóþ îöåíêó∣∣∣∣∣∣λ−1/2
x∫
0
u2(t) (θ1(t, λ)− θ0(t, λ)) sin 2θ0(t, λ)dt
∣∣∣∣∣∣ 6 (|λ|−1/2‖u‖2L2)M1Υ(λ) < M1Υ2(λ). (2.13)
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Âû÷èñëèì ïåðâûé èíòåãðàë. Èìååì
2
x∫
0
u(t) (θ1(t, λ)− θ0(t, λ)) cos 2θ0(t, λ)dt = 2w(c, x, λ)+
+λ−1/2
x∫
0
u(t) cos 2θ0(t, λ)
t∫
0
u2(s)dsdt− λ−1/2
x∫
0
u(t) cos 2θ0(t, λ)
t∫
0
u2(s) cos 2θ0(s, λ)dsdt.
(2.14)
Äëÿ ñóììû âòîðîãî è òðåòüåãî ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè èìååì îöåíêó∣∣∣∣λ−1/2 x∫
0
u(t) cos 2θ0(t, λ)
t∫
0
u2(s)(1− cos 2θ0(s, λ))dsdt
∣∣∣∣ =
= |λ|−1/2
∣∣∣∣ x∫
0
u2(s)(1− cos 2θ0(s, λ))
x∫
s
u(t) cos 2θ0(t, λ)dtds
∣∣∣∣ 6
6 (1 +M1)
(
|λ|−1/2
x∫
0
|u|2(s)ds
)
sup
s,x∈[0,pi]
∣∣∣∣ x∫
s
u(t) cos 2θ0(t, λ)dt
∣∣∣∣ 6 2(1 +M1)Υ2(λ).
(2.15)
Òàêèì îáðàçîì äëÿ ïðèáëèæåíèÿ θ2(x, λ) ìû ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå
θ2(x, λ) = θ0(x, λ) + υ(c, x, λ) + ρ2(x, λ), (2.16)
ãäå |ρ2(x, λ)| 6MΥ2(λ). Çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé M çäåñü ìîæíî óêàçàòü:
M =
(
3 + 4‖u‖L1 + 2‖u‖2L2
)
M1 + 2,
íî äàëåå ÷åðåç M îáîçíà÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå òîëüêî îò u(x) è α.
Ýòàï 2. Çäåñü ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñëåäóþùèõ ïðèáëèæåíèé θ3 è θ4 ñïðàâåäëèâî
òàêîå æå ïðåäñòàâëåíèå, êàê è äëÿ θ2. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.16) èìååì
|θ2(x, λ)− θ0(x, λ)| < Υ(λ)(1 +MΥ(λ)) <
√
2Υ(λ), (2.17)
åñëè ÷èñëî µ âûáðàíî òàê, ÷òîMΥ(λ) <
√
2−1 ïðè λ ∈ Pα, Reλ > µ. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû
îöåíêè (2.10), â êîòîðûõ θ1 çàìåíÿåòñÿ íà θ2, à ÷èñëî 4 â ïðàâîé ÷àñòè  íà 8. Ñ ïîìîùüþ
ýòèõ îöåíîê, òàêæå êàê ïðè âûâîäå (2.11), ïîëó÷àåì
θ3(x, λ) = F (θ2) = F (θ0) + 2
x∫
0
u(t) (θ2(t, λ)− θ0(t, λ)) cos 2θ0(t, λ)dt+
+λ−1/2
x∫
0
u2(t) (θ2(t, λ)− θ0(t, λ)) sin 2θ0(t, λ)dt+ ρ(x, λ),
(2.18)
ãäå îñòàòîê ρ(x, λ) ïîä÷èíåí îöåíêå (2.12) ñ çàìåíîé 2 íà 4. Âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé
÷àñòè (2.18) îöåíèâàåòñÿ òàêæå, êàê â (2.13), ò.å. âåëè÷èíîé 2M1Υ
2(λ). Ïåðåïèøåì
ïðåäñòàâëåíèå (2.16) â âèäå
θ2(t, λ)− θ0(t, λ) = θ1(t, λ)− θ0(t, λ) + 2w(t, λ) + ρ2(t, λ).
Òîãäà ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (2.18) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (2.14) è îöåíîê (2.15)
ïðåäñòàíåò â âèäå
2
x∫
0
u(t) (θ2(t, λ)− θ0(t, λ)) cos 2θ0(t, λ)dt = 2w(c, x, λ)+
+4
x∫
0
w(c, t, λ) cos 2θ0(t, λ)dt+ ρ(x, λ),
(2.19)
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ãäå |ρ(x, λ)| < MΥ2(λ), M = const. Äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (2.19) ïîìåíÿåì
ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ
4
x∫
0
w(t, λ) cos 2θ0(t, λ)dt = 4
x∫
0
t∫
0
s∫
0
u(t)u(s)u(τ) cos 2θ0(t, λ) cos 2θ0(s, λ) sin 2θ0(τ, λ)dτdsdt =
= 4
x∫
0
u(τ) sin 2θ0(τ, λ)
∫∫
D
u(t)u(s) cos 2θ0(t, λ) cos 2θ0(s, λ)dsdtdτ,
ãäå âíóòðåííèé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî òðåóãîëüíèêó
D = {(s, t) ∈ R| τ 6 s 6 x, τ 6 t 6 x, s 6 t},
êîòîðûé ñîñòàâëÿåò ïîëîâèíó êâàäðàòà [τ, x] × [τ, x]. Ïîýòîìó âûïèñàííûé òðîéíîé
èíòåãðàë îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé
2
∣∣∣∣ x∫
0
u(τ) sin 2θ0(τ, λ)
x∫
τ
x∫
τ
u(t)u(s) cos 2θ0(t, λ) cos 2θ0(s, λ)dsdtdτ
∣∣∣∣ =
=
∣∣∣∣∣ x∫0 u(τ) sin 2θ0(τ, λ)
(
x∫
τ
u(t) cos 2θ0(t, λ)dt
)2
dτ
∣∣∣∣∣ 6MΥ2(λ).
(2.20)
Òåì ñàìûì, ìû ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå
θ3(x, λ) = θ0(x, λ) + υ(c, x, λ) + ρ3(x, λ),
ãäå |ρ3(x, λ)| 6 MΥ2(λ). Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.17) ñîõðàíÿåòñÿ ñ çàìåíîé θ2
íà θ3. Íî òîãäà ìîæíî ïîëíîñòüþ ïîâòîðèòü ïðîâåäåííûå íà ýòîì ýòàïå ðàññóæäåíèÿ è
ïîëó÷èòü äëÿ óíêöèè θ4(x, λ) òàêîå æå ïðåäñòàâëåíèå, êàê è äëÿ θ3(x, λ). Îòñþäà òàêæå
âûòåêàåò îöåíêà
|θ4(x, λ)− θ3(x, λ)|+ |θ3(x, λ)− θ2(x, λ)| 6MΥ2(λ), (2.21)
êîòîðàÿ ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì.
Ýòàï 3. Ïîêàæåì, ÷òî ïðèáëèæåíèÿ θn ñõîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ θ óðàâíåíèÿ (2.8). Îáîçíà÷èâ
÷åðåç F (θ) ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.8), ïåðåïèøåì åãî â âèäå
f = F (θ0 + f)− θ0 =: Φ(f), (2.22)
ãäå f = θ − θ0. Âîñïîëüçîâàâøèñü òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè îðìóëàìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ
âûðàæåíèÿ F (θ0 + f)− θ0, ïîëó÷èì
Φ(f) = Φ0 + Φ1(f) + Φ2(f) + Φ3(f),
ãäå
Φ0 =
x∫
0
u(t) sin 2θ0(t, λ)dt− 1
2
λ−1/2
x∫
0
u2(t) cos 2θ0(t, λ)dt, Φ1(f) = 2
x∫
0
f(t)u(t) cos 2θ0(t, λ)dt,
Φ2(f) =
x∫
0
u(t) cos 2θ0(t, λ) (sin 2f(t)− 2f(t)) dt+
x∫
0
u(t) sin 2θ0(t, λ) (cos 2f(t)− 1) dt,
Φ3(f) =
1
2
λ−1/2
[
x∫
0
(1− cos 2f(t))u2(t) cos 2θ0(t, λ)dt+
x∫
0
sin 2f(t)u2(t) sin 2θ0(t, λ)dt
]
.
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Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå Φ2 ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì â øàðå äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà ñ
öåíòðîì â íóëå (øàð ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå C[0, pi]). Çàìåòèì, ÷òî Φ0 íå çàâèñèò
îò f , à Φ1  ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïðè÷åì
Φ21f = 4
x∫
0
t∫
0
u(t) cos 2θ0(t, λ)u(s) cos 2θ0(s, λ)f(s)dsdt =
= 4
x∫
0
f(s)u(s) cos 2θ0(s, λ)
x∫
s
u(t) cos 2θ0(t, λ)dtds.
Ñëåäîâàòåëüíî,
‖Φ21‖C 6 8‖u‖L1M1Υ(λ).
Äàëåå, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå Φ2 îáëàäàåò ñâîéñòâîì
‖Φ2(f)− Φ2(g)‖C 6M(‖f‖C + ‖g‖C)‖f − g‖C, åñëè ‖f‖C + ‖g‖C 6 1.
Äëÿ îòîáðàæåíèÿ Φ3 èìååì
‖Φ3(f)− Φ3(g)‖C 6 µ−1/2M‖f − g‖C ,
åñëè λ ∈ Pα è Reλ > µ. Âûáåðåì òåïåðü ÷èñëî µ ñòîëü áîëüøèì, à ðàäèóñ øàðà r
ñòîëü ìàëûì, ÷òî âñå ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ΦjΦk, 1 6 j, k 6 3, ÿâëÿþòñÿ ñæèìàþùèìè
îòîáðàæåíèÿìè â âûáðàííîì øàðå ñ êîýèöèåíòàìè ñæàòèÿ íå ïðåâîñõîäÿùèìè 1/18.
Ñëåäîâàòåëüíî,
‖Φ2(f)− Φ2(g)‖C 6 1
2
‖f − g‖C, åñëè ‖f‖C 6 r, ‖g‖C 6 r. (2.23)
Â ÷àñòíîñòè,
‖Φ2(f)‖C 6 1
2
‖f‖C + ‖Φ2(0)‖C 6 1
2
‖f‖C +MΥ(λ).
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ‖Φ(0)‖C = ‖Φ0‖C 6 Υ(λ), è òîãî, ÷òî
îòîáðàæåíèå Φ îãðàíè÷åíî íåêîòîðîé êîíñòàíòîé M . Óâåëè÷èâ, åñëè íóæíî, ÷èñëî µ,
ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ îöåíêè Υ(λ) < r/(2M). Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå Φ2 ïåðåâîäèò
øàð ðàäèóñà r â ñåáÿ.
Ïîëîæèì f0 = 0. Êâàäðàò îòîáðàæåíèÿ Φ ñæèìàåò, à ïîòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
fn = Φ(fn−1), n = 1, 2, . . . , ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ f óðàâíåíèÿ f = Φ(f). Ñîãëàñíî (2.22),
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü θn = θ0+fn ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ θ óðàâíåíèÿ θ = F (θ). Ñëåäîâàòåëüíî,
θ − θ2 =
∞∑
n=2
(θn+1 − θn) =
∞∑
n=2
(fn+1 − fn) =
∞∑
k=0
(Φ2k(f3)− Φ2k(f2)) +
∞∑
k=0
(Φ2k(f4)− Φ2k(f3)).
Ïîýòîìó èç îöåíîê (2.23) è (2.21) èìååì
|θ − θ2| 6 2|f3 − f2|+ 2|f4 − f3| = 2|θ3 − θ2|+ 2|θ4 − θ3| 6 MΥ2(λ).
Ýòà îöåíêà, ñ ó÷åòîì (2.16) âëå÷åò ñïðàâåäëèâîñòü (2.7). Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 2.2. Ïóñòü α > 0  ïðîèçâîëüíîå èêñèðîâàííîå ÷èñëî, à Pα  îáëàñòü,
îãðàíè÷åííàÿ ïàðàáîëîé | Im√λ| < α. Ïóñòü θ(x, λ)  ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.5) ñ
íà÷àëüíûì óñëîâèåì θ(0, λ) = c ∈ R. Òîãäà ðåøåíèå r(x, λ) óðàâíåíèÿ (2.6) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì r(0, λ) = c1 äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå
r(x, λ) = c1
[
1− a(c, x, λ)− 1
2
λ−1/2B(c, x, λ)
]
+ ρ(c, x, λ) λ ∈ Pα, Reλ > µ, (2.24)
ãäå îñòàòîê ρ(c, x, λ) ïîä÷èíåí îöåíêå
|ρ(c, x, λ)| 6MΥ2(λ). (2.25)
Çäåñü µ è M  ÷èñëà, çàâèñÿùåå òîëüêî îò α è u(x).
Proof. Óðàâíåíèå (2.6) ðåøàåòñÿ ÿâíî
r(x, λ) = c1 exp
− x∫
0
u(t) cos(2θ(t, λ))dt− 1
2
λ−1/2
x∫
0
u2(t) sin(2θ(t, λ))dt
 . (2.26)
Äîêàæåì îöåíêó∣∣∣∣∣∣
x∫
0
u(t) cos 2θ(t, λ)dt− a(c, x, λ)
∣∣∣∣∣∣ 6MΥ2(λ), λ ∈ Pα, Reλ > µ. (2.27)
Âíîâü ïîëîæèì θ0(x, λ) = c+ λ
1/2x. Â ñèëó ëåììû 2.1 èìååì
|θ(x, λ)− θ0(x, λ)| 6 Υ(λ) +MΥ2(λ) < 2Υ(λ), λ ∈ Pα, Reλ > µ,
åñëè ÷èñëî µ âûáðàíî äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Òîãäà ñ ó÷åòîì (2.10) (ãäå âìåñòî θ1 áåðåì θ)
ïîëó÷àåì
x∫
0
u(t) cos 2θ(t, λ)dt = a(c, x, λ)− 2
x∫
0
u(t) (θ(t, λ)− θ0(t, λ)) sin 2θ0(t, λ)dt+ ρ(c, x, λ),
ãäå |ρ(c, x, λ)| 6 MΥ2(λ). Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé
MΥ2(λ). Èìååì
θ(t, λ)− θ0(t, λ) = 1
2
λ−1/2U(x)− 1
2
λ−1/2A(c, x, λ) + 2w(c, x, λ) + b(c, x, λ) + ρ(c, x, λ),
ãäå |ρ| 6 MΥ2(λ). Òåïåðü íàì íåîáõîäèìî îöåíèòü ÷åòûðå èíòåãðàëà, â êîòîðûõ âìåñòî
θ−θ0 ó÷àñòâóåò ëþáàÿ èç óíêöèé ïðàâîé ÷àñòè. Îöåíêà èíòåãðàëà ñ óíêöèåé λ−1/2U(x)
ïðîâîäèòñÿ òàêæå êàê â (2.15). Îöåíêà èíòåãðàëà ñ óíêöèåé λ−1/2A(c, x, λ) ïðîâîäèòñÿ
àíàëîãè÷íî. Îöåíêà ñ óíêöèåé w(c, x, λ) ïðîâîäèòñÿ òàêæå êàê â (2.20). Èíòåãðàë ñ
óíêöèåé b(c, x, λ) ïðåîáðàçóåì ê âèäó
x∫
0
t∫
0
u(t)u(s) sin 2θ0(t, λ) sin 2θ0(s, λ)dsdt =
1
2
 x∫
0
u(t) sin 2θ0(t, λ)dt
2 6 1
2
Υ2(c, λ).
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Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâîì ñèììåòðèè ïîäûíòåãðàëüíîé óíêöèè îòíîñèòåëüíî
äèàãîíàëè s = t.
Òåì ñàìûì, îöåíêà (2.27) äîêàçàíà. Íà òàêîì æå ïóòè (íî òîëüêî ïðîùå) ïîëó÷àåòñÿ
îöåíêà ∣∣∣∣∣∣λ−1/2
x∫
0
u2(t) sin 2θ(t, λ)dt− λ−1/2B(c, x, λ
∣∣∣∣∣∣ < MΥ2(λ).
Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ýêñïîíåíòû â (2.26) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
f(c, x, λ) := a(c, x, λ)− 1
2
λ−1/2B(c, x, λ) + ρ(c, x, λ).
Âîñïîëüçîâàâøèñü îöåíêàìè
|f | < MΥ(λ), |ρ| < MΥ2(λ), exp f = 1 + f +O(f 2),
ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå (2.24) ñ îöåíêîé îñòàòêà (2.25).
2.3. Àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ óíêöèé. Êàê áûëî
ñêàçàíî â íà÷àëå ýòîãî ïàðàãàðàà, äëÿ ðåãóëÿðíûõ êðàåâûõ óñëîâèé îáùåãî âèäà ìû
îãðàíè÷èìñÿ ãëàâíûìè ÷ëåíàìè àñèìïòîòèê è îöåíêàìè îñòàòêîâ.
Íàïîìíèì, ÷òî îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ
o
W
θ
2, W
θ
2 è l
θ
2 áûëè äàíû â ï.2.1.
Ëåììà 2.3. Ïóñòü íåñãóùàþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {zn} ëåæèò
â ïîëîñå | Im z| < α, ãäå α > 0  ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü îïåðàòîð Tx : W θ2 → lθ2,
0 6 θ < 1/2 îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì
Txf = {cn}∞n=1, ãäå cn =
x∫
0
f(t)eizntdt.
Òîãäà ïðè ëþáîì 0 6 θ < 1/2 îïåðàòîð Tx îãðàíè÷åí è åãî íîðìà çàâèñèò îò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn} è θ (åñëè θ → 1/2), íî íå çàâèñèò îò x ∈ [0, pi].
Proof. Ïðè θ = 0 èìååì
o
W
θ
2 = L2. Â ýòîì ñëó÷àå îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà T
èçâåñòíà (ñì., íàïðèìåð [17℄). Åñëè f(t) ∈ oW 12[0, pi], òî èíòåãðàë
pi∫
0
f(x)eiznxdx ìîæíî
ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì è âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì |zn| > δn (δ > 0 íå çàâèñèò
îò n), âûòåêàþùèì èç îïðåäåëåíèÿ íåñãóùàþùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òîãäà ïîëó÷èì,
÷òî îïåðàòîð
Tpi :
o
W
1
2 → l12
îãðàíè÷åí. Èç òåîðåìû îá èíòåðïîëÿöèè (ñì., íàïðèìåð [22, ãë. 1℄) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð
Tpi :
o
W
θ
2 → lθ2, 0 6 θ 6 1
îãðàíè÷åí. Íî ïðîñòðàíñòâà
o
W
θ
2 è W
θ
2 ïðè 0 6 θ < 1/2 ñîâïàäàþò. Êðîìå òîãî, îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà χ[0,x]  õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ óíêöèþ îòðåçêà [0, x] â ïðîñòðàíñòâå W
θ
2 ïðè
0 6 θ < 1/2 îãðàíè÷åí è åãî íîðìà íå çàâèñèò îò x (ñì., íàïðèìåð, [6, òåîðåìà 17.11℄).
Çàâèñèìîñòü îò θ íîðìû ýòîãî îïåðàòîðà ñóùåñòâåííà òîëüêî ïðè θ → 1/2. Ýòî âëå÷åò
óòâåðæäåíèå ëåììû.
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Ëåììà 2.4. Åñëè {zn}∞n=1  íåñãóùàþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë â ïîëóïîëîñå
Πα, à óíêöèÿ u(x) ∈ W θ2 ïðè íåêîòîðîì 0 6 θ < 1/2, òî ïðè ëþáîì c ∈ R
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Υ(c, z2n)}∞n=1 ∈ lθ2.
Proof. Èç ëåììû 2.3 ñëåäóåò
{|a(c, x, z2n)|+ |b(c, x, z2n)|}∞n=1 ∈ lθ2,
ïðè÷åì íîðìà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â lθ2 íå çàâèñèò îò x. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.3
ê âíóòðåííåìó èíòåãðàëó â ïðåäñòàâëåíèè óíêöèè w(c, x, λ), ïîëó÷àåì òàêæå
{w(c, x, z2n}∞n=1 ∈ lθ2. Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî |zn| > δn ïðè íåêîòîðîì δ > 0 äëÿ
íåñãóùàþùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn}∞n=1 è {n−1}∞n=1 ∈ lθ2 ïðè 0 6 θ < 1/2. Îòñþäà
ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.
Ëåììà 2.5. Ïóñòü u(x) =
∫
q(ξ)dξ ∈ W θ2 ïðè íåêîòîðîì 0 6 θ < 1/2. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Φ(x, λ) è Ψ(x, λ) ïàðó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1), ïîä÷èíåííûõ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
Φ(0, λ) = 1, Φ[1](0, λ) = 0, Ψ(0, λ) = 0, Ψ[1](0, λ) = 1. Òîãäà âíóòðè ëþáîé ïàðàáîëû Pα
ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ
Φ(x, λ) = cos(λ1/2x) + ϕ(x, λ), Φ[1](x, λ) = −λ1/2 sin(λ1/2x) + λ1/2ϕ1(x, λ),
Ψ(x, λ) = λ−1/2 sin(λ1/2x) + λ−1/2ψ(x, λ), Ψ[1](x, λ) = cos(λ1/2x) + ψ1(x, λ),
(2.28)
ãäå êàæäàÿ èç óíêöèé ϕ, ϕ1, ψ, ψ1 ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé MΥ(λ) → 0 ïðè λ → ∞,
ãäå Υ(λ) = Υ(pi/2, λ). Â ÷àñòíîñòè, åñëè {zn}  íåñãóùàþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
ëåæàùàÿ â ïîëóïîëîñå Πα, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λn = z
2
n ëåæèò â Pα, ïðè ýòîì
{Υ(λn)} ∈ lθ2 à ïîòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ϕ(x, λn}, {ϕ1(x, λn}, {ψ(x, λn}, {ψ1(x, λn}
ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó lθ2 è èõ íîðìû â ýòîì ïðîñòðàíñòâå íå çàâèñÿò îò x.
Proof. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (2.3) óíêöèé Ïðþåðà èìååì
Φ(x, λ) = r(c1, x, λ) sin θ(c, x, λ), Φ
[1](x, λ) = r(c1, x, λ) cos θ(c, x, λ).
Ïîñòîÿííûå c, c1 îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé
1 = c1 sin c, 0 = c1 cos c,
îòêóäà íàõîäèì c = pi/2, c1 = 1.
Â ñèëó ëåìì 2.1 è 2.2 èìååì
Φ(x, λ) = (1 + ω1(x, λ)) sin
(
pi
2
+ λ1/2x+ ω2(x, λ)
)
=
= cos
(
λ1/2x+ ω2(x, λ)
)
+ ω1(x, λ) cos
(
λ1/2x+ ω2(x, λ)
)
,
ãäå óíêöèè |ω1|, |ω2| ìàæîðèðóþòñÿ âåëè÷èíîé MΥ(λ). Òîãäà óíêöèÿ
cos
(
λ1/2x+ ω2(x, λ)
)
îãðàíè÷åíà â îáëàñòè Pα, î ïîòîìó óíêöèÿ Φ(x, λ) − cos
(
λ1/2x
)
ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé MΥ(λ). Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 2.4 Äîêàçàòåëüñòâà
äðóãèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ îðìóë (2.28) àíàëîãè÷íû.
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Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü u(x) ∈ W θ2 ïðè íåêîòîðîì 0 6 θ < 1/2, à q(x) = u′(x) â ñìûñëå
òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé. Ïóñòü L  ïîñòðîåííûé â òåîðåìå 1.5 îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé
äèåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì −y′′ + q(x)y è ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè (ò.å.
âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé 1)  3) òåîðåìû 1.5). Îáîçíà÷èì ÷åðåç {λn}∞n=1 ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L, à ÷åðåç {λ0n}∞n=1  ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L0 = −
d2
dx2
ñ òàêèìè æå êðàåâûìè óñëîâèÿìè, â êîòîðûõ êâàçèïðîèçâîäíûå çàìåíåíû íà îáû÷íûå
ïðîèçâîäíûå. Äëÿ îáîèõ îïåðàòîðîâ íóìåðàöèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðîâîäèì â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ìîäóëåé è ñ ó÷åòîì àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè. Òîãäà ïðè
äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè óñèëåííîé ðåãóëÿðíîñòè êðàåâûõ óñëîâèé ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà √
λn =
√
λ0n + sn, n = 1, 2, . . . , ãäå {sn}∞n=1 ∈ lθ2. (2.29)
Ïðè íåâûïîëíåíèè óñëîâèÿ óñèëåííîé ðåãóëÿðíîñòè ðàâåíñòâà îñòàþòñÿ, íî óñëîâèå
{sn}∞n=1 ∈ lθ2 çàìåíÿåòñÿ óñëîâèåì {s2n}∞n=1 ∈ lθ2.
Proof. Ñåé÷àñ ìû ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî ÷àñòè ýòîé òåîðåìû. À èìåííî,
ïðåäïîëîæèâ, ÷òî {λ0n}∞n=1  âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L0, ìû ïîêàæåì, ÷òî
ñóùåñòâóåò ñåðèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λn}∞n=N , äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà√
λn =
√
λ0n + sn, n = N, N + 1, . . . , {sn}∞n=N ∈ lθ2
(
èëè {s2n}∞n=N ∈ lθ2
)
.
Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ÷èñëî îñòàâøèõñÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà L ðàâíîN−1 è èõ
ìîæíî ïîñòàâèòü âî âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ñ {λ0n}N−1n=1 . Îäíàêî, äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî àêòà óäîáíåå çäåñü îïóñòèòü è ïðîâåñòè åãî â êîíöå ïàðàãðàà.
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå 2) òåîðåìû 1.5
(äðóãèå ñëó÷àè ëåã÷å). Â ñèëó òåîðåìû 1.5 è ëåììû 2.5 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà
L â îáëàñòè Pα îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ
∆(λ) = cospiλ1/2 + J0 + ρ(λ) = 0, J0 = (J12 + J34)(J14 − J23)−1,
ãäå |ρ(λ)| 6MΥ(λ) ïðè Reλ > µ. Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå
∆(z2) = cospiz + J0 + ρ(z
2) = 0.
Ïóñòü {z0n}∞n=1  êîðíè óðàâíåíèÿ
∆0(z
2) = cospiz + J0 = 0
èç ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Î÷åâèäíî, λ0n = (z
0
n)
2
. Âûáåðåì ÷èñëî α > 1 ñòîëü áîëüøèì,
÷òî âñå {z0n} ëåæàò â ïîëóïîëîñå Πα−1. Åñëè J0 6= ±1 (óñèëåííàÿ ðåãóëÿðíîñòü), òî âñå
íóëè {z0n} ïðîñòûå è íàéäóòñÿ ÷èñëà δ > 0, ε > 0 òàêèå, ÷òî êðóãè Kn = {x| |z − z0n| < δ}
íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïðè÷åì |∆0(z2)| > ε ïðè z ∈ ∂Kn (ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî ñëåäóåò èç
ïåðèîäè÷íîñòè ðàññìàòðèâàåìîé óíêöèè). Òàê êàê |ρ(z2)| → 0 ïðè z → ∞, z ∈ Πα,
òî â ñèëó òåîðåìû óøå ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n > N óíêöÿ ∆(z2) èìååò ðîâíî
îäèí íóëü zn â êðóãå Kn. Êîíå÷íî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn}∞n=N ÿâëÿåòñÿ íåñãóùàþùåéñÿ.
Ïîýòîìó èç ëåììû 2.3 èìååì {ρ(z2n)} ∈ lθ2, à òîãäà
{cospizn − cospiz0n}∞N ∈ lθ2.
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×èñëî δ ìîæíî ñ÷èòàòü âûáðàííûì ñòîëü ìàëûì, ÷òî
∣∣(cos(piz))′∣∣ > ε1 > 0 ïðè z ∈ Kn. Íî
òîãäà
|zn − z0n| 6M | cos pizn − cospiz0n|, (2.30)
ãäå ïîñòîÿííàÿ M íå çàâèñèò îò n. Òåì ñàìûì, àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà (2.29)
äîêàçàíû.
Â ñëó÷àå J0 = ±1 êîðíè z0n èìåþò êðàòíîñòü 2. Òîãäà ìîæíî ïîâòîðèòü ïðîâåäåííûå
ðàññóæäåíèÿ, íî âìåñòî íåðàâåíñòâà (2.30) âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì
|zn − z0n|2 6M | cospizn − cospiz0n|,
èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì {s2n}∞N ∈ lθ2. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ è ñîõðàíåíû îáîçíà÷åíèÿ òåîðåìû 2.6.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç {yn(x)}∞n=1 è {y0n(x)}∞n=1 íîðìèðîâàííûå â ïðîñòðàíñòâå L2[0, pi]
ñîáñòâåííûå óíêöèè îïåðàòîðîâ L è L0, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì {λn}∞n=1
è {λ0n}∞n=1 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè óñèëåííîé ðåãóëÿðíîñòè
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
yn(x) = y
0
n(x) + ψn(x), y
[1]
n (x) = (y
0
n(x))
′ + nψ1n(x),
ãäå
∞∑
n=1
nθ
(|ψn(x)|2 + |ψ1n(x)|2) 6 C
è ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò x. Åñëè óñëîâèå óñèëåííîé ðåãóëÿðíîñòè íå âûïîëíåíî,
òî óòâåðæäåíèå ñîõðàíÿåòñÿ, íî êâàäðàòû óíêöèé ψn è ψ
1
n â ïîñëåäíåé îðìóëå íàäî
çàìåíèòü íà ÷åòâåðòûå ñòåïåíè, à ÷èñëî θ çàìåíèòü íà 2θ.
Proof. Ñíîâà ðàññìîòðèì íàèáîëåå òðóäíûé ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå 2)
òåîðåìû 1.5. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå íîðìèðîâêè, îäíî èç êðàåâûõ óñëîâèé (áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî âòîðîå) èìååò íóëåâîé ïîðÿäîê, ò.å.
U2(y) = βy(0) + γy(pi), |β|+ |γ| > 0.
Òîãäà ñîáñòâåííûå óíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì yn(x) = y(x, λn), ãäå
y(x, λ) =
∣∣∣∣Φ(x, λ) Ψ(x, λ)U2(Φ) U2(Ψ)
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ Φ(x, λ) Ψ(x, λ)β + γΦ(pi, λ) γΨ(pi, λ)
∣∣∣∣ . (2.31)
Ýòî òàê, ïîñêîëüêó y(x, λ)  ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) è Uj(y(x, λn)) = 0, j = 1, 2.
Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ
√
λn = zn,
√
λ0n = z
0
n, ïîëó÷àåì
y0n(x) = γ(sin z
0
npi) cos z
0
nx+ (β + γ cos z
0
npi) sin z
0
nx.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî y0n(x) ïî÷òè íîðìèðîâàíû, ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå M1 è
M2, ÷òî M1 6 ‖y0n‖L2 6M2.
Â ñèëó òåîðåìû 2.6 èìååì |zn − z0n| < MΥ(z2n). Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 2.5, èç
ïðåäñòàâëåíèÿ (2.31) ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêè |yn(x) − y0n(x)| 6 MΥ(z2n). Î÷åâèäíî, òàêîå
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æå íåðàâåíñòâî ñîõðàíÿåòñÿ ïîñëå íîðìèðîâêè óíêöèé {yn} è {y0n}. Óòâåðæäåíèå
òåîðåìû òåïåðü ñëåäóåò èç ëåììû 2.3. Ïðè íåâûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ óñèëåííîé ðåãóëÿðíîñòè
ðàññóæäåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ, íî âìåñòî âåëè÷èí Υ(z2n) â îöåíêàõ áóäóò ó÷àñòâîâàòü
âåëè÷èíû
√
Υ(z2n). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 2.8. Íóæíî îãîâîðèòü, ÷òî ïðè íåâûïîëíåíèè óñëîâèÿ óñèëåííîé
ðåãóëÿðíîñòè áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìîãóò îêàçàòüñÿ äâóêðàòíûìè
è èì ìîæåò îòâå÷àòü ïàðà ñîáñòâåííûõ óíêöèé èëè îäíà ñîáñòâåííàÿ è îäíà
ïðèñîåäèíåííàÿ óíêöèè. Â ýòîì ñëó÷àå âûáîð ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ
óíêöèé íóæíî ïðîèçâîäèòü ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, ÷òîáû óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.7
ñîõðàíÿëîñü. Òàêîé âûáîð âîçìîæåí, íî ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî èç-çà åãî
ãðîìîçäêîñòè çäåñü îïóùåíî. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïðè íàëè÷èè êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ó íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà áîëåå âàæíîé ÿâëÿåòñÿ íå çàäà÷à îá îöåíêàõ
ðàçíîñòè ñîáñòâåííûõ èëè ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé âîçìóùåííîãî è íåâîçìóùåííîãî
îïåðàòîðîâ, à çàäà÷è îá îöåíêå íîðì ðàçíîñòè ïðîåêòîðîâ èññà Pn è P
0
n íà
ñîîòâåòñòâóþùèå äâóìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Òàêèå îöåíêè ïðîâîäèëèñü â ðàáîòå [38℄.
Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ìåòîä [38℄ ïîçâîëÿåò áåç òðóäà ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {‖Pn − P 0n‖} ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó lθ2.
2.4. Áàçèñíîñòü èññà. Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàà äîêàæåì òåîðåìó
î áàçèñíîñòè èññà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé. Íàïîìíèì, ÷òî
ñèñòåìà {yn} â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ áàçèñîì èññà, åñëè ñóùåñòâóåò
îãðàíè÷åííûé è îãðàíè÷åííî îáðàòèìûé îïåðàòîð A òàêîé, ÷òî ñèñòåìà {Ayn} ÿâëÿåòñÿ
îðòîíîðìèðîâàííîé è ïîëíîé. Çà îïðåäåëåíèåì ïîíÿòèÿ áàçèñà èññà ñî ñêîáêàìè (èëè
èç ïîäïðîñòðàíñòâ) ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê [11, ë. 6℄.
Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü q(x) ∈ W−12 , à îïåðàòîð L îïðåäåëåí ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5. Åñëè
ñîîòâåòñòâóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ óñèëåííî ðåãóëÿðíû, òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è
ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé îïåðàòîðà L îáðàçóåò áàçèñ èññà. Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíûõ
êðàåâûõ óñëîâèé ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì èññà èç ïîäïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì
â ïîäïðîñòðàíñòâà íóæíî îáúåäèíÿòü ëèøü ñîáñòâåííûå óíêöèè, îòâå÷àþùèå
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λn è λn+1, äëÿ êîòîðûõ |
√
λn −
√
λn+1| → 0.
Proof. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ óñèëåííî ðåãóëÿðíûìè.
Òîãäà èçâåñòíî (ñì. [12℄), ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ óíêöèé {y0n(x)}∞n=1 îïåðàòîðà L0
îáðàçóåò áàçèñ èññà â L2 (äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðèñîåäèíåííûå óíêöèè
îòñóòñòâóþò). Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.7 ñîáñòâåííûå óíêöèè {yn(x)}∞n=1 îïåðàòîðà L
îáðàçóþò àñèìïòîòè÷åñêè êâàäðàòè÷íî áëèçêóþ ñèñòåìó, ò. å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
÷èñëî N òàêîå, ÷òî
∞∑
n=N
‖yn(x)− y0n(x)‖2 < ε.
Â ñèëó òåîðåìû Áàðè (ñì. [11, ë. 6℄) ñèñòåìà E = {y0n}N−1n=1 ∪ {yn}∞n=N òàêæå îáðàçóåò
áàçèñ èññà â ïðîñòðàíñòâå L2. Çàíóìåðóåì âñå ñîáñòâåííûå óíêöèè îïåðàòîðà L, íå
âîøåäøèå â ñèñòåìó {yn}∞n=N , ñëåäóþùèì îáðàçîì: {yn}N−1n=ω , ãäå −∞ 6 ω < N . Ñèñòåìà
âñåõ ñîáñòâåííûõ óíêöèé îïåðàòîðà L ìèíèìàëüíà (íèêàêàÿ óíêöèÿ íå ïðèíàäëåæèò
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çàìêíóòîé ëèíåéíîé îáîëî÷êå îñòàëüíûõ), à äååêò ñèñòåìû {yn}∞n=N ðàâåí N − 1
(ïîñêîëüêó ñèñòåìà E åñòü áàçèñ èññà). Ñëåäîâàòåëüíî, ω > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ω > 1.
Òîãäà çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ óíêöèé îïåðàòîðà L îáðàçóåò
ïîäïðîñòðàíñòâî N íåêîòîðîé êîðàçìåðíîñòè > 1. Ïîäïðîñòðàíñòâî N⊥ èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî L∗, êîíå÷íîìåðíî è, ïî ïîñòðîåíèþ, íà ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå îïåðàòîð L∗
íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå, ïîýòîìó ω = 1. Íî òîãäà ñèñòåìà
{yn}∞n=1 åñòü áàçèñ èññà, òàê êàê îíà ìèíèìàëüíà.
Â ñëó÷àå ñáëèæàþùèõñÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äîêàçàòåëüñòâî ìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Èçâåñòíî (ñì. [38℄), ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ óíêöèé {y0n}∞n=1
åñòü áàçèñ èññà èç ïîäïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì â ïîäïðîñòðàíñòâà íóæíî îáúåäèíÿòü íå áîëåå
äâóõ óíêöèé. Ñðàâíèâàÿ óíêöèè ðèíà îïåðàòîðîâ L0 è L òàê æå, êàê â òåîðåìå 2.7,
ïîëó÷èì (ñì. ïîäðîáíåå [38℄), ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî N òàêîå, ÷òî
∞∑
k=N
‖Pk − P 0k ‖2 < ε,
ãäå Pk è P
0
k  ïðîåêòîðû íà äâóìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, îòâå÷àþùèå ñáëèæàþùèìñÿ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì. Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî çàâåðøèòü, èñïîëüçóÿ òàêèå æå
àðãóìåíòû, êàê â ñëó÷àå íåñáëèæàþùèõñÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîñëåäíåé òåîðåìû ìû îäíîâðåìåííî óñòàíîâèëè âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïåðâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè {λn}N−1n=1 è {λ0n}N−1n=1
îïåðàòîðîâ L è L0. Ýòî ïîëíîñòüþ âîñïîëíÿåò íåäîñòàþùåå çâåíî â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 2.6.
3. Âòîðûå ÷ëåíû â àñèìïòîòèêàõ äëÿ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ óíêöèé
Öåëü ýòîãî ïàðàãðàà  âûäåëèòü âòîðûå ÷ëåíû â àñèìïòîòèêå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è
ñîáñòâåííûõ óíêöèé îïåðàòîðà L.
Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì êðàåâûõ óñëîâèé Äèðèõëå
y(0) = y(pi) = 0,
õîòÿ ïðèìåíÿåìûé ìåòîä íåñëîæíî ìîäèèöèðîâàòü íà ñëó÷àé êðàåâûõ óñëîâèé òèïà
Øòóðìà {
cosαy(0) + sinαy[1](0) = 0,
cos βy(pi) + sin βy[1](pi) = 0,
ãäå α, β ∈ [0, pi). Äëÿ íåðàñïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ óñëîâèé îáùåãî âèäà îðìóëû
ïîëó÷àþòñÿ ñëèøêîì ãðîìîçäêèìè.
Îöåíêà îñòàòêîâ â àñèìïòîòè÷åñêèõ îðìóëàõ äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ
óíêöèé áóäåò ïðîâîäèòñÿ â çàâèñèìîñòè îò êëàññà ïîòåíöèàëà q(x), ò.å. â çàâèñèìîñòè îò
ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò óíêöèÿ u(x). Äëÿ èçó÷åíèÿ ñëó÷àÿ u(x) ∈ W θ2 [0, pi]
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ìû ñïåöèàëüíî îãðàíè÷èâàåìñÿ çíà÷åíèÿìè 0 6 θ < 1/2. Êîíå÷íî, ïîõîæèå ðåçóëüòàòû
ìîæíî ïîëó÷èòü è ïðè θ/ge1/2, íî ìû âèäèì, ÷òî îíè íå îïòèìàëüíû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè θ/ge1/2 íóæíû íîâûå ñðåäñòâà è àâòîðû ïëàíèðóþò íàïèñàòü îá
ýòîì â äðóãîé ðàáîòå.
3.1. Îáîçíà÷åíèÿ. Èòàê, â ýòîì ïðàãðàå, ÷åðåç L îáîçíà÷àåì îïåðàòîð,
ïîðîæäàåìûé äèåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì (0.1) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå íà
îòðåçêå [0, pi]. ×åðåç Λα, 0 < α 6 1, îáîçíà÷àåì óíêöèè êëàññà Ëèïøèöà ïîðÿäêà α íà
îòðåçêå [0, pi], ò. å. òå óíêöèè, ÷åé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè
ω(δ; f) := sup
|x1−x2|<δ
|f(x1)− f(x2)|, ãäå x1, x2 ∈ [0, pi]
äîïóñêàåò îöåíêó ω(δ; f) 6 Cδα, ñ ïîñòîÿííîé C, íå çàâèñÿùåé îò δ. ×åðåç Λpα, 0 < α 6 1,
p > 1 îáîçíà÷àåì óíêöèè, ÷åé èíòåãðàëüíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè
ωp(δ; f) := sup
0<t6δ
 pi∫
0
|f(x+ t)− f(x)|pdx
1/p
äîïóñêàåò îöåíêó ωp(δ; f) 6 Cδ
α
, ñ ïîñòîÿííîé C, íå çàâèñÿùåé îò δ ( â îïðåäåëåíèè
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óíêöèÿ f(x) ïðîäîëæåíà ïåðèîäè÷åñêè çà ïðåäåëû îòðåçêà [0, pi]).
×åðåç V îáîçíà÷èì êëàññ óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà [0, pi]. Ïîòåíöèàë q(x) íå
ïðåäïîëàãàåòñÿ âåùåñòâåííûì, ò. å. îïåðàòîð L íå îáÿçàòåëüíî ñàìîñîïðÿæåí.
Êàê ïðåæäå, ÷åðåç {λn}∞n=1 îáîçíà÷àåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L. Ñîõðàíÿåì
òàêæå âñå îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ï.2.1. Èç íèõ íàèáîëåå ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü
óíêöèè υ(c, x, λ) è Υ(c, λ). Ïîëîæèì
µn := − 1piυ(0, pi, n2) = − 1pi
pi∫
0
u(t) sin(2nt)dt+ 1
2pin
pi∫
0
u2(t) cos(2nt)dt−
− 2
pi
pi∫
0
t∫
0
u(t)u(s) cos(2nt) sin(2ns)dsdt− 1
2pin
pi∫
0
u2(t)dt = −1
2
b2n +
1
4n
A2n − w2n − 12pinU(pi),
ãäå
bn :=
2
pi
pi∫
0
u(t) sin(nt)dt, An :=
2
pi
pi∫
0
u2(t) cos(nt)dt,
wn :=
2
pi
pi∫
0
t∫
0
u(t)u(s) cos(2nt) sin(2ns)dsdt, U(pi) =
pi∫
0
u2(t)dt.
Îáîçíà÷èì òàêæå
an :=
2
pi
pi∫
0
u(t) cos(nt)dt, rn = w2n − 1
2pin
U(pi).
3.2. Àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü  ïîêàçàòü, ÷òî
÷èñëà µn èãðàþò ðîëü âòîðîãî ÷ëåíà â àñèìïòîòè÷åñêèõ îðìóëàõ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{λn}. Òî÷íåå, â ýòîì ïóíêòå ìû ïðîâåäåì îöåíêó ðàçíîñòè
√
λn − µn. Êîíå÷íî, íå âñå
ñëàãàåìûå â âûðàæåíèè äëÿ µn èìåþò îäèíàêîâóþ ñèëó. Ïîçæå ìû âûÿñíèì, ÷òî ãëàâíóþ
ðîëü (ò.å. ðîëü âòîðîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè) èãðàåò òîëüêî ñëàãàåìîå −bn/2.
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Òåîðåìà 3.1. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
λ1/2n = n+ µn + ρn, ãäå |ρn| 6 MΥ2(λn), (3.1)
à ïîñòîÿííàÿ M çàâèñèò òîëüêî îò óíêöèè u(x). Â ÷àñòíîñòè, åñëè u(x) ∈ W θ2 [0, pi]
ïðè íåêîòîðîì 0 6 θ < 1/2, òî {ρn}∞n=1 ∈ l2θ1 .
Proof. Ïóñòü óíêöèÿ Ψ(x, λ)  ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
Ψ(0, λ) = 0, Ψ[1](0, λ) = 1. Òîãäà óðàâíåíèå Ψ(pi, λ) = 0 îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L. Âûðàæàÿ ðåøåíèÿ ÷åðåç óíêöèè Ïðþåðà, ïîëó÷àåì
Ψ(x, λ) = r(1, x, λ) sin θ(0, x, λ). Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
èìååò âèä sin θ(0, pi, λ) = 0. Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé (2.1), ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå
â âèäå
λ1/2n +
1
pi
υ(0, pi, λn) + ρ(λn) = n, (3.2)
ãäå |ρ(λn)| < MΥ2(λn). Ïîñêîëüêó µn = 1piυ(0, pi, n2), òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñâîäèòñÿ
ê äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè |υ(0, pi, λn)− υ(0, pi, n2)| < MΥ2(λn).
Îáîçíà÷èì νn := λ
1/2
n − n è çàìåòèì, ÷òî èç (3.2) ñëåäóåò îöåíêà |νn| < MΥ(λn). Èìååì
υ(0, pi, λn)− υ(0, pi, n2) =
pi∫
0
(
sin 2λ
1/2
n t− sin 2nt
)
dt+
(
λ
−1/2
n − n−1
)
(U(pi) +B(0, pi, λn)) +
+n−1 (B(0, pi, λn)− B(0, pi, n2)) + 2(w(0, pi, λn)− w(0, pi, n2)).
Îáîçíà÷èì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â ïîðÿäêå èõ î÷åðåäíîñòè ÷åðåç
I1, I2, I3, I4. Äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà I1 âîñïîëüçóåìñÿ îðìóëîé
sin(2λ1/2n t)− sin(2nt) = (2νnt) cos(2λ1/2n t) +O
(
ν2n
)
,
êîòîðàÿ ïðè 0 6 t 6 pi ñëåäóåò èç ðàçëîæåíèÿ óíêöèè sin x â òî÷êå x = 2λ
1/2
n t â ðÿä
Òåéëîðà. Ñëåäîâàòåëüíî,
I1 =
∣∣∣∣2νn pi∫
0
tu(t) cos
(
2λ
1/2
n t
)
dt+O (ν2n)
∣∣∣∣ =
=
∣∣∣∣2νnpi pi∫
0
u(t) cos
(
2λ
1/2
n t
)
dt− 2νn
pi∫
0
t∫
0
u(s) cos
(
2λ
1/2
n s
)
dsdt
∣∣∣∣+O (ν2n) 6
6M |νn| |Υ(λn)| < M2 |Υ(λn)|2 .
Òàê êàê λ
−1/2
n −n−1 = O(n−2) è n−2 < MΥ2(λn), òî |I2| < MΥ2(λn). Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó
cos
(
2λ
1/2
n t
)
− cos(2nt) = O(νn) è |νnn−1| < MΥ2(λn), òî |I3| < MΥ2(λn). Íàêîíåö, äëÿ
îöåíêè I4 âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì
cos
(
2λ
1/2
n t
)
sin
(
2λ
1/2
n s
)
− cos (2nt) sin(2ns) = cos
(
2λ
1/2
n t
)(
sin
(
2λ
1/2
n s
)
− sin (2ns)
)
+
+
(
cos
(
2λ
1/2
n t
)
− cos (2nt)
)
sin(2ns) = 2νns cos
(
2λ
1/2
n t
)
cos
(
2λ
1/2
n s
)
− 2νnt sin
(
2λ
1/2
n t
)
sin
(
2λ
1/2
n s
)
+O (ν2n) .
Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü îöåíêó äâîéíîãî èíòåãðàëà∣∣∣∣∣∣
pi∫
0
u(t) cos
(
2λ1/2n t
) t∫
0
su(s) cos
(
2λ1/2n s
)
dsdt
∣∣∣∣∣∣ < MΥ(λn),
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è òàêîãî æå èíòåãðàëà, ãäå êîñèíóñû çàìåíåíû íà ñèíóñû. Íî ýòà îöåíêà ñëåäóåò èç
îïðåäåëåíèÿ óíêöèè Υ(λ) ïîñëå èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ.
Èòàê, àñèìïòîòèêà (3.1) óñòàíîâëåíà. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû,
îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà u(x) ∈ W θ2 [0, pi], â ñèëó ëåììû 2.3 {Υ2(λn}∞n=1 ∈ l2θ1 ,
ïîñêîëüêó {√λn}∞n=1  íåñãóùàþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïîëåçíî èìåòü èíîðìàöèþ î õàðàêòåðå óáûâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Υ2(λn}∞n=1 íå
òîëüêî äëÿ óíêöèé u(x) ∈ W θ2 , íî è äëÿ óíêöèé äðóãèõ êëàññîâ. Çäåñü ïðèâåäåì
ðåçóëüòàò äëÿ óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè è óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
Ëèïøèöà â ñðåäíåì.
Ïðåäëîæåíèå 3.2. Åñëè u(x) ∈ V , òî
|ρn| 6Mn−2. (3.3)
Åñëè ω1(δ)  èíòåãðàëüíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè óíêöèè u(x) â ïðîñòðàíñòâå L1, òî
|ρn| 6Mω21(n−1). (3.4)
Â ÷àñòíîñòè, åñëè u(x) ∈ Λ1α[0, pi], òî
|ρn| 6Mn−2α. (3.5)
Çäåñü {ρn}∞n=1  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ â àñèìïòîòè÷åñêîé îðìóëå (3.1), à
M = const.
Proof. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1 äîñòàòî÷íî îöåíèòü ÷èñëà Υ2(λn). Äëÿ óíêöèè u(x) ∈ V [0, pi]
èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì∣∣∣∣∣∣
x∫
0
u(t) cos(zt)dt
∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣
x∫
0
u(t) sin(zt)dt
∣∣∣∣∣∣ = O
(
1
|z|
)
(3.6)
ïðè z → ∞ âíóòðè ïîëîñû | Im z| < α. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ óíêöèè Υ(λ) ñëåäóåò
|Υ(λn)| < M |λn|−1 < M1n−1, ÷òî âëå÷åò (3.3).
Èçâåñòíî [14, ãë. 2.4℄, ÷òî ïðè z ∈ R+ ëåâàÿ ÷àñòü (3.6) ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîé
Mω1(z
−1). Êðîìå òîãî (ñì. [14, ãë. 2.3℄), δ < Mω1(δ) ïðè δ → 0. Â ñëó÷àå
âåùåñòâåííîé óíêöèè u(x) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òîæå âåùåñòâåííû, îòêóäà ïîëó÷àåì
|Υ(λn)| < Mω1(λn) < M1ω1(n−1), ÷òî âëå÷åò (3.4).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (3.4) â ñëó÷àå êîìïëåêñíîé u(x) íåîáõîäèìî ìîäèèöèðîâàòü
ïðèåì, èñïîëüçóåìûé â [14℄. Äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (3.6)
âîñïîëüçóåìñÿ îðìóëîé
x∫
0
u(t) cos(zt)dt = −
x−pi/ν∫
−pi/ν
u
(
t′ +
pi
ν
)
cos
(
zt′ − piiσ
ν
)
dt′, z = ν + iσ, t′ = t− pi
ν
.
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Òàê êàê cos(zt)− cos(zt− piiσ/ν) = O(ν−1) = O(|z|−1) ïðè z ∈ Πα, òî∣∣∣∣∣∣
x∫
0
u(t) cos(zt)dt
∣∣∣∣∣∣ 6 Mω1 (|z|−1) , z ∈ Πα. (3.7)
Âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (3.6) îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåì ñàìûì, îöåíêà (3.4)
ïîëó÷åíà è â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
3.3. Óïðîùåííàÿ îðìóëà äëÿ âòîðîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè. ×èñëà
µn, îïðåäåëÿþùèå âòîðîé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â îðìóëå (3.1),
ïðåäñòàâëåíû ÷åòûðüìÿ ñëàãàåìûìè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå èãðàåò
äîìèíèðóþùóþ ðîëü, à ñóììó îñòàëüíûõ òðåõ ñëàãàåìûõ ìîæíî îöåíèòü "ïî÷òè" òàêæå,
êàê îñòàòîê â òåîðåìå 3.1. Òåì ñàìûì, îðìóëó äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå √
λn = n− 1
2
b2n + sn, sn = A2n − rn + ρn, (3.8)
à îöåíêà ÷èñåë ρn óæå ïðîâåäåíà â òåîðåìå 3.1. Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü  ïðîâåñòè îöåíêó
An è rn.
Ïðåäëîæåíèå 3.3. Åñëè u(x) ∈ V [0, pi], òî ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà (3.8), ãäå
sn = O(n
−2).
Proof. Åñëè u(x) èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ, òî u2(x) îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì.
Ïîýòîìó An = O(n
−2). ×èñëà w2n îïðåäåëÿþòñÿ äâîéíûìè èíòåãðàëàìè. Èíòåãðèðóÿ
âíóòðåííèé èíòåãðàë ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì
rn =
1
2pin
pi∫
0
u2(t)dt− 1
pin
pi∫
0
u2(t) cos2(2nt)dt+
+u(0)
pin
pi∫
0
u(t) cos(2nt)dt+ 1
pin
pi∫
0
u(t) cos(2nt)
t∫
0
cos(2ns)du(s)dt.
(3.9)
Èñïîëüçóÿ îðìóëó cos2(2nt) = (1 − cos(4nt))/2, ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðâûå òðè ñëàãàåìûå
â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.9) äàþò âêëàä O(n−2). Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïîñëå
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïðèíèìàåò âèä
1
2pin2
pi∫
0
sin(2nt)d(u(t)ωn(t)), ωn(t) =
t∫
0
cos(ns)du(s).
Î÷åâèäíî, ïîëíàÿ âàðèàöèÿ óíêöèè ωn(t) íå çàâèñèò îò n è íå ïðåâîñõîäèò ïîëíîé
âàðèàöèè óíêöèè u(t). Íî òîãäà ïîëíàÿ âàðèàöèÿ óíêöèè u(t)ωn(t) íå çàâèñèò îò n, à
ïîòîìó ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå åñòü O(n−2). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
Çàìå÷àíèå 3.4. Äëÿ óíêöèé u(x) ∈ V [0, pi] îïåðàòîð L áûë îïðåäåëåí ðàíåå äðóãèìè
ìåòîäàìè è äåòàëüíî èçó÷åí. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäëîæåíèå 3.3 áûëî äîêàçàíî â [13℄,
à â íåäàâíåé ðàáîòå [8℄ äëÿ ïîòåíöèàëîâ òàêîãî êëàññà âûïèñàíà áîëåå òî÷íàÿ
àñèìïòîòè÷åñêàÿ îðìóëà.
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Ïðåäëîæåíèå 3.5. Äëÿ íåïðåðûâíîé óíêöèè u(x) ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà (3.8), ãäå
sn 6Mω
2(n−1),
à ω(δ)  ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè óíêöèè u(x). Â ÷àñòíîñòè, åñëè u(x) ∈ Λα, 0 < α 6 1,
òî
sn = O(n
−2α).
Proof. Çàìåòèì, ÷òî ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè óíêöèè u2(x) îöåíèâàåòñÿ âåëå÷èíîéMω(δ).
Êðîìå òîãî, âñåãäà δ−1 < Mω(δ) è ω1(δ) < piω(δ) (ñì. [14, ãë. 2.3℄). Òîãäà èç îöåíêè (3.7)
ïîëó÷àåì An < Mn
−1ω(n−1) < M2ω2(n−1), à èç ïðåäëîæåíèÿ 3.3 |ρn| < Mω2(n−1). Ïîýòîìó
îñòàåòñÿ îöåíèòü ÷èñëà rn.
Çàìåòèì, ÷òî îðìóëà (3.9) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé íå òîëüêî äëÿ u(x) ∈ V [0, pi],
íî è äëÿ íåïðåðûâíîé óíêöèè u(x), åñëè èíòåãðàë ïîíèìàòü â ñìûñëå èìàíà
Ñòèëòüåñà. Ýòî ñëåäóåò èç èçâåñòíîãî àêòà (ñì. [26, ãë. 8.6℄): ñóùåñòâîâàíèå îäíîãî
èç èíòåãðàëîâ â îðìóëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå âòîðîãî.
Î÷åâèäíî, ñóììà ïåðâûõ òðåõ èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè (3.9) îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé
Mn−1ω1(n
−1) < M2ω2(n−1). Ïîýòîìó ïðåäëîæåíèå áóäåò äîêàçàíî, êàê òîëüêî óäàñòñÿ
äîêàçàòü íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣∣∣
pi∫
0
u(t) cos(2nt)
t∫
0
cos(2ns)du(s)dt
∣∣∣∣∣∣ < Mω(n−1). (3.10)
Âíîâü îáîçíà÷èì ωn(t) :=
t∫
0
cos(2ns)du(s) è äîêàæåì, ÷òî
∣∣∣ωn (t + pi
2n
)
− ωn(t)
∣∣∣ 6Mω(n−1), t ∈ [0, pi]. (3.11)
àçëîæèâ cos(2ns) â òî÷êå t â ðÿä Òåéëîðà, ïîëó÷èì∣∣∣∣∣∣∣
t+ pi
2n∫
t
cos(2ns)du(s)
∣∣∣∣∣∣∣ 6
∞∑
k=0
1
k!
(2n)k
∣∣∣∣∣∣∣
t+ pi
2n∫
t
(s− t)kdu(s)
∣∣∣∣∣∣∣ . (3.12)
Äëÿ k = 0 èìååì ∣∣∣∣∣∣∣
t+ pi
2n∫
t
du(s)
∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣u(t+ pi
2n
)
− u(t)
∣∣∣ 6Mω(n−1).
Ïðè k > 1 ïîëó÷àåì∣∣∣∣∣t+
pi
2n∫
t
(s− t)kdu(s)
∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣u (t+ pi2n) ( pi2n)k − t+
pi
2n∫
t
u(s)d(s− t)k
∣∣∣∣∣ =
=
∣∣∣∣∣t+
pi
2n∫
t
(
u
(
t + pi
2n
)− u(s)) d(s− t)k∣∣∣∣∣ 6Mω ( pi2n) ( pi2n)k < Mω(n−1) ( pi2n)k .
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Ýòà îöåíêà âìåñòå ñ (3.12) âëå÷åò (3.11).
Òåïåðü ïðèìåíèì ñòàíäàðòíûé ïðèåì. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì
cos 2n(t+ pi/(2n)) = − cos 2nt, ëåãêî ïîëó÷èòü
2
pi∫
0
u(t)ωn(t) cos(2nt)dt =
pi∫
0
[
u
(
t+
pi
2n
)
ωn
(
t+
pi
2n
)
− u(t)ωn(t)
]
cos(2nt)dt +O
(
n−1
)
.
Ôóíêöèè ïîä èíòåãðàëîì â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà îöåíèâàþòñÿ âåëè÷èíîé
Mω(n−1). Ýòî âëå÷åò íåðàâåíñòâî (3.10). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
Äëÿ óíêöèé u(x) /∈ C[0, pi] èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå â
ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëà wn ïðîâîäèòü íåëüçÿ. Ïîýòîìó íóæíû äðóãèå ïðèåìû äëÿ îöåíêè
÷èñåë rn. Íàøè îöåíêè áóäóò îñíîâàíû íà ñëåäóþùåé ëåììå.
Ëåììà 3.6. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
rn = − 1
4n
∞∑
k=1, k 6=2n
k2a2k
(2n− k)(2n+ k) + γn, (3.13)
ãäå
γn =
3
16n
a22n +
a0a4n
8n
+
a2n
pi
pi∫
0
(pi − s)u(s) sin(2ns)ds. (3.14)
Proof. Â äâîéíîé èíòåãðàë, âûðàæàþùèé ÷èñëî wn, ïîäñòàâèì ðÿä
u(t) =
∞∑
k=0
ak cos(kt)
è ïîìåíÿåì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ. Â äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ èíòåãðèðóåì ïî
÷àñòÿì è èñïîëüçóåì îðìóëû ïðîèçâåäåíèé ñèíóñîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
wn =
pi∫
0
u(s) sin(2ns)
pi∫
s
∞∑
k=0
(ak cos(kt) cos(2nt)) dtds =
= 1
2pin
pi∫
0
u(s)
∞∑
k=0
ak
[
− cos(kt) sin2(2ns) + k sin(2ns)
pi∫
s
sin(kt) sin(2nt)
]
dtds =
= 1
4pin
pi∫
0
u(s)
∞∑
k=0
ak [cos(kt)(−1 + cos(4ns))] + 2na2n(pi − s) sin(2ns)ds+
+ 1
4pin
pi∫
0
u(s)
[
∞∑
k=1
kak
2n+k
sin(2ns) sin(2n+ k)s−
∞∑
k=1, k 6=2n
kak
2n−k
sin(2ns) sin(2n− k)s
]
ds.
Âíîâü èñïîëüçóÿ îðìóëû äëÿ ïðîèçâåäåíèé êîñèíóñîâ è ñèíóñîâ, ïîëó÷àåì
2wn +
1
2pin
U(pi) = 1
8n
∞∑
k=0
ak(a4n+k + a4n−k) +
a2n
pi
pi∫
0
(pi − s)u(s) sin(2ns)ds+
+a2n
16n
(a2n − a6n) + 18n
∞∑
k=1
′
k
(
a2
k
2n+k
− a2k
2n−k
)
+ 1
8n
∞∑
k=1
′
k
(aka4n−k
2n−k
− aka4n+k
2n+k
)
,
(3.15)
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ãäå øòðèõ â çíàêå ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî â ñóììå èñêëþ÷àåòñÿ èíäåêñ k = 2n.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì
− 1
8n
(a4n+k + a4n−k) +
1
4
(
a4n+k
2n+ k
+
a4n−k
2n− k
)
=
k
8n
(
a4n−k
2n− k −
a4n+k
2n+ k
)
,
ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíþþ ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè (3.17) ê âèäó
− 1
8n
∞∑
k=1
′
ak(a4n+k + a4n−k) +
1
4
∞∑
k=1
′(
aka4n+k
2n+ k
+
aka4n−k
2n− k
)
.
Çäåñü ïåðâàÿ ñóììà ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî
a0a4n
4n
+ a2n(a2n+a6n)
8n
ñîêðàùàåòñÿ ñ ïåðâîé
ñóììîé â ïðàâîé ÷àñòè (3.15), à âòîðàÿ ñóììà ðàâíà
1
4
(
4n∑
k=1
′
aka4n−k
2n− k
)
+
1
4
(
∞∑
k=1
′
aka4n+k
2n+ k
−
∞∑
k=4n+1
aka4n−k
k − 2n
)
.
Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ â ïåðâîé è âòîðîé ñóììå îñòàíóòñÿ òîëüêî ÷èñëà
−a0a4n
8n
è −a2na6n
16n
, ñîîòâåòñòâåííî. Ó÷èòûâàÿ â îðìóëå (3.15) ïðîâåäåííûå âû÷èñëåíèÿ,
ïðèõîäèì ê îðìóëàì (3.13) è (3.14). Ëåììà äîêàçàíà.
Òåïåðü îöåíèì ÷èñëà sn â àñèìïòîòèêå (3.8) â çàâèñèìîñòè îò ïðèíàäëåæíîñòè óíêöèè
u(x) ðàçëè÷íûì ïðîñòðàíñòâàì.
Ïðåäëîæåíèå 3.7. Åñëè u(x) ∈ Λ1α[0, pi], 0 < α 6 1, òî ÷èñëà sn â îðìóëå (3.8)
äîïóñêàþò îöåíêó
sn < M(n
−2α lnn+ n−1ω2(n
−1)).
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ u(x) ∈ Λ2α[0, pi] ñïðàâåäëèâà îöåíêà
sn = O(n
−2α lnn). (3.16)
Proof. Èç íåðàâåíñòâà ÊîøèÁóíÿêîâñêîãî ñëåäóþò îöåíêè
ω1(u
2, δ) < Mω2(u, δ) ω1(u, δ) <
√
piω2(u, δ).
Òîãäà èç íåðàâåíñòâà (3.7) èìååì An < Mn
−1ω2(n
−1). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ u(x) ∈ Λ2α ⊂ Λ1α
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà An < Mn
−1−α
. Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 3.6 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
äëÿ óíêöèé u(x) ∈ Λ1α îöåíêó
1
n
∞∑
k=1
′
k2|ak|2
|2n− k|(2n+ k) = O(n
−2α lnn).
Äëÿ u(x) ∈ Λ1α èìååì ak = O(k−α), ïîýòîìó âûïèñàííûé ðÿä ìàæîðèðóåòñÿ ñóììîé
1
2n
3n∑
k=1
′
k1−2α)
|2n− k| +
3
n
∞∑
k=3n+1
|ak|2.
Î÷åâèäíî, ïåðâàÿ ñóììà åñòü O(n−2α lnn). Ïðè α 6 1/2 âòîðîé ðÿä åñòü O(n−1) = O(n−2α),
à ïðè α > 1/2 ïîñëå çàìåíû |ak| íà O(k−α) ïîëó÷àåì òàêóþ æå îöåíêó. Ïðåäëîæåíèå
äîêàçàíî.
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Ïðåäëîæåíèå 3.8. Ïóñòü u(x) ∈ L2[0, pi]. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sn}∞n=1 â
àñèìïòîòè÷åñêîé îðìóëå (3.8) îáëàäàåò ñâîéñòâîì
{sn}∞n=1 ∈ lp, {sn ln−p(n + 1)}∞n=1 ∈ l1
ïðè ëþáîì p > 1.
Proof. Â ñèëó òåîðåìû 3.1 sn = An + rn + ρn, ãäå An = o(n
−1), {ρn}∞n=1 ∈ l1. Ïîýòîìó â
ñèëó ëåììû 3.6 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå äëÿ ÷èñåë
ξn =
1
n
∞∑
k=1
′
ka2k
(2n− k)(2n + k) =
∞∑
k=1
′
a2k
(
1
2n+ k
+
1
2n− k −
1
n
)
. (3.17)
Ôèêñèðóåì ëþáîå ÷èñëî p > 1 è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{cn}∞n=1 ∈ lq, 1/p+ 1/q = 1. Â ñèëó íåðàâåíñòâà åëüäåðà ïîëó÷àåì
∞∑
n=1
|sncn| 6
∞∑
n=1
|cn|
∞∑
k=1
′
|ak|2
(
1
|2n−k|
+ 1
|2n+k|
+ 1
n
)
<
< 3
∞∑
k=1
′
|ak|2
(
∞∑
n=1
|cn|q
)1/q ( ∞∑
n=1
1
|2n−k|p
)1/p
.
Òàê êàê
∑
n
′|2n − k|−p < 2/(p− 1) (íå çàâèñèò îò k), òî ðÿä ∑ |sncn| ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {cn}∞n=1 ∈ lq. Ñëåäîâàòåëüíî, {sn}∞n=1 ∈ lp. Äàëåå, ðÿä
∞∑
n=1
′(
1
|2n− k| +
1
2n+ k
+
1
n
)
1
lnp(n+ 1)
ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ìàæîðèðóåòñÿ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò k. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñõîäèòñÿ ðÿä
∑ |sn| ln−p(n + 1). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
Óñòàíîâèì òåïåðü àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 3.8 äëÿ óíêöèé u(x) ∈ W θ2 .
Ïðåäëîæåíèå 3.9. Åñëè u(x) ∈ W θ2 , 0 < θ < 1/2, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sn}∞n=1 â
àñèìïòîòè÷åñêîé îðìóëå (3.8) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
{sn ln−1(n+ 1)}∞n=1 ∈ l2θ1 , {sn}∞n=1 ∈ l2θp ïðè ëþáîì p > 1.
Proof. Â ñèëó òåîðåìû 3.1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå, êîãäà âìåñòî {sn}
èãóðèðóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An} è {rn}.
àññìîòðèì ñíà÷àëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An}. Ïóñòü ‖ · ‖α,p  íîðìà â ïðîñòðàíñòâå
W αp . Âîñïîëüçóåìñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé îöåíêîé (ñì.[2℄):
‖fg‖α,p 6M‖f‖θ,2‖g‖θ,2,
êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà ïðè
0 6 α 6 θ, 1 6 p 6
1
1− 2θ + α, 0 6 θ <
1
2
.
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Ïîëîæèì f = g = u(x). Â ñëó÷àå θ ∈ [0, 1/4] âûáåðåì α = 0, p = 1/(1 − 2θ). Ñîãëàñíî
òåîðåìå ÕàóñäîðàÞíãà (åå ìîæíî ïðèìåíÿòü, ò.ê. p 6 2, ñì. [3℄) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{nAn} =
 12pi
pi∫
0
u2(t) cos(2nt)dt

ëåæèò â ïðîñòðàíñòâå lq, 1/p+ 1/q = 1. Â ñèëó íåðàâåíñòâà åëüäåðà
∞∑
n=1
n2θ|An|
lnβ(n + 1)
6
(
∞∑
n=1
|nAn|q
)1/q( ∞∑
n=1
(
n2θ−1
lnβ(n + 1)
)p)1/p
.
Òàê êàê p = 1/(1− 2θ), òî ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì β, åñëè β/(1− 2θ) > 1,
â ÷àñòíîñòè ïðè β = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, {An ln−1(n+ 1)}∞n=1 ∈ l2θ1 .
Â ñëó÷àå θ ∈ [1/4, 1/2) âîñïîëüçóåìñÿ òîé æå ìóëüòèïëèêàòèâíîé îöåíêîé ïðè
α = 2θ − 1/2, p = 2. Òîãäà α < 1/2, u2(x) ∈ W α2 , ñëåäîâàòåëüíî, {nAn} ∈ lα2 . Èç
íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷àåì
∞∑
n=1
n2θ|An|
lnβ(n + 1)
6
(
∞∑
n=1
n2(1+α)|An|2
)1/2( ∞∑
n=1
n2(2θ−1−α)
ln2β n
)1/2
.
Âñå ðÿäû ñõîäÿòñÿ ïðè β > 1/2, òàê êàê 2(2θ − 1 − α) = −1. Ïîýòîìó
{An ln−1(n + 1)}∞n=1 ∈ l2θ1 .
Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rn}. Îöåíêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {γn},
îïðåäåëåííîé â (3.14) òðèâèàëüíà. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ξn, îïðåäåëåííóþ â (3.17). Âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêàìè
k2
n|2n− k|(2n+ k) <
{
kn−1|2n− k|−1, åñëè 1 6 n 6 k,
k2n−3, åñëè k < n <∞.
Òîãäà
∞∑
k=1
|ξn| n
2θ
ln(n+ 1)
6
∞∑
k=1
|ak|2
(
k∑
n=1
kn2θ−1
|2n− k| ln(n+ 1) +
∞∑
n=k+1
k2n2θ−3
)
.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îáå ñóììû â ñêîáêàõ îöåíèâàþòñÿ âåëè÷èíîé Mk2θ, ãäå ïîñòîÿííàÿ
M íå çàâèñèò îò k. Íî óñëîâèå u(x) ∈ W θ2 âëå÷åò ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑ |ak|2k2θ,
ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä â ëåâîé ÷àñòè òàêæå ñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, {ξn ln−1(n+1)}∞n=1 ∈ l2θ1 .
Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà {sn}∞n=1 ∈ l2θp ïðè p > 1 ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèåìà,
ïðèìåíåííîãî â ïðåäëîæåíèè 3.8. Ïðè ýòîì îöåíêè ñõîäèìîñòè ïîëó÷àþùèõñÿ ðÿäîâ
ïðîùå, íåæåëè â ïåðâîì ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå è ïîòîìó çäåñü îïóñêàþòñÿ. Ïðåäëîæåíèå
äîêàçàíî.
3.4. Ñëó÷àé óíêöèè èç êëàññà ÊîëìîãîðîâàÑèëåâåðñòîâàÏëåñíåðà.
Åñòåñòâåíåí âîïðîñ: ìîæíî ëè â ñëó÷àå u(x) ∈ L2[0, pi] óñèëèòü óòâåðæäåíèå,
ñîðìóëèðîâàííîå â ïðåäëîæåíèè 3.8 è äîêàçàòü, ÷òî {sn} ∈ l1? Ïîçæå ìû ïîêàæåì, ÷òî
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îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îòðèöàòåëåí, à òîãäà åñòåñòâåííî íàéòè êëàññ óíêöèé (êîíå÷íî,
âêëþ÷àþùèé ïðîñòðàíñòâà W θ2 ïðè θ > 0), äëÿ êîòîðûõ ñâîéñòâî {sn}∞n=1 ∈ l1 âûïîëíåíî.
Íàøà öåëü  ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ñâîéñòâî âûïîëíåíî äëÿ óíêöèé êëàññà Êîëìîãîðîâà
ÑèëåâåðñòîâàÏëåñíåðà (ñì. [3, ãë. 8℄). Ýòîò êëàññ ñîñòîèò èç óíêöèé u(x), äëÿ êîòîðûõ
∞∑
k=1
|ak|2 ln k <∞, ak = 2
pi
pi∫
0
u(t) cos(kt)dt. (3.18)
Äëÿ óäîáñòâà ñîðìóëèðóåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû èç òåîðèè
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, êîòîðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü.
Èçâåñòíî [3, ãë. 8℄, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñóììèðóåìîé óíêöèè f(x) ïî÷òè ïðè âñåõ
x ∈ [0, pi] ñóùåñòâóåò ïðåäåë
f˜(x) := −1
pi
lim
ε→0
pi∫
ε
f(x+ t)− f(x− t)
2 tg(t/2)
dt.
Ôóíêöèÿ f˜(x) íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé ê f(x). Íèæåñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ìîæíî íàéòè
â ìîíîãðàèÿõ [3℄, [14℄.
Òåîðåìà A. (Ì. èññ). Åñëè f(x) ∈ Lp ïðè p > 1, òî f˜(x) ∈ Lp.
Òåîðåìà B. (Ô.èññ è Ì. èññ). Åñëè óíêöèÿ f(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, à
ñîïðÿæåííàÿ ê åå ïðîèçâîäíîé f˜ ′(x) ñóììèðóåìà, òî ðÿä Ôóðüå óíêöèè f(x) àáñîëþòíî
ñõîäèòñÿ.
Òåîðåìà C (ËóçèíÄàíæóà) Åñëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä
a0
2
+
∞∑
n=1
an sin(nx) + bn cos(nx)
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî íà ìíîæåñòâå íåíóëåâîé ìåðû, òî ðÿä
∑
(|an|+ |bn|) ñõîäèòñÿ.
Òåîðåìà D. (Çèãìóíä) Åñëè óíêöèÿ f(x) èçìåðèìà è |f(x)| ln+ |f(x)| ñóììèðóåìà, òî
ñîïðÿæåííàÿ ê f(x) òàêæå ñóììèðóåìà.
Òåîðåìà E. (Ïëåñíåð) Óñëîâèå (3.18) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ
pi∫
0
pi∫
0
|u(x+ t)− u(x− t)|2
t
dtdx <∞ (3.19)
(çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî u(x) ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæåíà ñ îòðåçêà [0, pi] íà R).
Ñëåäóþùàÿ ëåììà, âîçìîæíî, èçâåñòíà, íî ìû íå ñìîãëè íàéòè åå â ëèòåðàòóðå è
ïîòîìó ïðèâåäåì åå ñ äîêàçàòåëüñòâîì.
Ëåììà 3.10. Åñëè u(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.19), òî ñîïðÿæåííàÿ ê óíêöèè u2(x)
ñóììèðóåìà.
Proof. Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü tg(t/2) − 1/(2t) íåïðåðûâíà, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
óíêöèÿ
û2(x) :=
pi∫
0
u2(x+ t)− u2(x− t)
t
dt
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ñóììèðóåìà. Î÷åâèäíî, óñëîâèå (3.19) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ
[u(x+ t)− u(x− t)]t−1/2 ∈ L2(Q), Q = [0, pi]× [0, pi].
Ýòî ñâîéñòâî âëå÷åò
[u(x+ t) + u(x− t)− 2u(x)]t−1/2 ∈ L2(Q).
Òîãäà
[u(x+ t)− u(x− t)][u(x+ t) + u(x− t)− 2u(x)]t−1 ∈ L1(Q).
Â ñèëó òåîðåìû Ôóáèíè ïî÷òè äëÿ âñåõ x ∈ [0, pi] ñóùåñòâóåò èíòåãðàë
pi∫
0
1
t
(u2(x+ t)− u2(x− t))dt− 2u(x)
pi∫
0
1
t
(u(x+ t)− u(x− t))dt = û2(x)− 2u(x)û(x).
Òàê êàê u(x) ∈ L2, òî â ñèëó òåîðåìû A ïîëó÷àåì u˜(x) ∈ L2, à ïîòîìó û(x) ∈ L2.
Ñëåäîâàòåëüíî, û2(x) ∈ L1, à òîãäà u˜2(x) ∈ L1. Ëåììà äîêàçàíà.
Ïðåäëîæåíèå 3.11. Åñëè u(x) ïîä÷èíåíà óñëîâèþ (3.18), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sn}
â àñèìïòîòè÷åñêîé îðìóëå (3.8) ïðèíàäëåæèò l1.
Proof. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî {An}, {ξn} ∈ l1, ãäå ξn îïðåäåëåíû â (3.17). Èíòåãðèðóÿ
ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì
An =
1
2pin
pi∫
0
u2(t) cos(2nt)dt =
1
pi
pi∫
0
f(t) sin(2nt)dt, f(x) :=
x∫
0
u2(t)dt− x
pi∫
0
u2(t)dt.
Ôóíêöèÿ f(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, à ñîãëàñíî ëåììå 3.10 ñîïðÿæåííàÿ ê f ′(x)
ñóììèðóåìà. Â ñèëó òåîðåìû B ðÿä Ôóðüå óíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Â ñèëó
òåîðåìû C òîãäà {An} ∈ l1.
Äîêàæåì, ÷òî {ξn}∞n=1 ∈ l1. Èìååì
∞∑
n=1
|ξn| 6
∞∑
k=1
|ak|2
∞∑
n=1
′ ∣∣∣∣ 12n+ k + 12n− k − 1n
∣∣∣∣ .
Î÷åâèäíî, âíóòðåííÿÿ ñóììà ìàæîðèðóåòñÿ âåëè÷èíîéM ln k. Òîãäà óñëîâèå (3.18) âëå÷åò
ñõîäèìîñòü ðÿäà. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
3.5. Îáñóæäåíèå òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ. Èòîãîâàÿ òåîðåìà. Âîçíèêàåò âîïðîñ:
ìîæíî ëè äîêàçàòü, ÷òî {sn}∞n=1 ∈ l1 áåç òðåáîâàíèÿ óñëîâèÿ (3.18)? Ìû óæå óïîìèíàëè,
÷òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îòðèöàòåëåí. Áîëåå òîãî, ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
íåïðåðûâíàÿ âåùåñòâåííàÿ óíêöèÿ u(x), äëÿ êîòîðîé {sn}∞n=1 /∈ l1. Íà ïåðâûé âçãëÿä
ýòî êàæåòñÿ ñòðàííûì. Íî ïðîòèâîðå÷èé íåò: ïðîñòðàíñòâî C[0, pi] ãåîìåòðè÷åñêè "ïëîõî"
âëîæåíî â L2[0, pi], â ÷àñòíîñòè, îïåàòîð âëîæåíèÿ íå êîìïàêòåí. Åñëè æå ðàññìîòðåòü
ïðîñòðàíñòâî óíêöèé, â êîòîðîì íîðìà îïðåäåëåíà ðÿäîì (3.18), òî ýòî ïðîñòðàíñòâî
êîìïàêòíî âëîæåíî â L2[0, pi]. Ïîýòîìó íå âñå íåïðåðûâíûå óíêöèè óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ (3.18).
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Ïðåäëîæåíèå 3.12. Ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ íåïðåðûâíàÿ óíêöèÿ u(x), äëÿ
êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sn}∞n=1 èç (3.1) íå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó l1.
Proof. Ïîëîæèì u(x) =
∑
an cos(nx), ãäå
an =
{
1√
ln(n/2)
= p−2 , åñëè n = 2 · 2p4, p = 1, 2, . . . ,
0 , èíà÷å.
Î÷åâèäíî, u(x)  âåùåñòâåííàÿ óíêöèÿ, à åå íåïðåðûâíîñòü ñëåäóåò èç ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè ðÿäà ∣∣∣∣∣
∞∑
n=1
an cos(nx)
∣∣∣∣∣ 6
∞∑
n=1
|an| =
∞∑
p=1
1
p2
<∞.
Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî óñëîâèå (3.18) äëÿ ýòîé óíêöèè íå âûïîëíåíî.
Äîêàæåì, ÷òî {n−1An}∞n=1 ∈ l1, à {rn}∞n=1 /∈ l1, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü {sn}∞n=1 /∈ l1.
Çàìåòèì, ÷òî óíêöèÿ u˜2(x) (ñîïðÿæåííàÿ ê u2(x)) ñóììèðóåìà. Ýòî ñëåäóåò èç
íåïðåðûâíîñòè u2(x) è ñîðìóëèðîâàííîé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå òåîðåìû D. Íî òîãäà,
ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.11, ïîëó÷àåì {n−1An}∞n=1 ∈ l1.
Ïóñòü ÷èñëà ξn îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (3.17). Äîêàæåì, ÷òî {ξn}∞n=1 /∈ l1. Òîãäà èç
ëåììû 3.6 áóäåò ñëåäîâàòü {rn}∞n=1 /∈ l1.
Ïîëîæèì np = 2
p4
è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà èíäåêñîâ Γp = {np+ j}npj=1, p = 1, 2, . . . . Ýòè
ìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ p, à ïîòîìó
∞∑
n=1
|ξn| >
∞∑
p=1
∑
n∈Γp
|ξn|. (3.20)
Òåïåðü èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë ξn ïðè n ∈ Γp ïîëó÷àåì
ξn =
(2np)
2
(2n− np)(2n+ np)n lnnp +
(
p−1∑
s=1
−
∞∑
s=p+1
)
2n2s
|2n− 2ns|(2n+ 2ns)n lnns >
>
1
(n− np) lnnp −
∞∑
s=p+1
2
ns4
.
Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ÿâíûì âèäîì äëÿ êîýèöèåíòîâ ak è íåðàâåíñòâàìè
n + ns 6 2ns, åñëè s > p è |2n − 2ns| > ns, åñëè s > p + 1 (â îáîèõ íåðàâåíñòâàõ n ∈ Γp).
Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ðÿä
∞∑
p=1
∑
n∈Γp
∞∑
s=p+1
2
ns4
<
∞∑
p=1
2
3p3
2np∫
np
1
x
dx
ñõîäèòñÿ, à ðÿä
∞∑
p=1
∑
n∈Γp
1
(n− np) lnnp =
∞∑
p=1
1
lnnp
np∑
j=1
1
j
ðàñõîäèòñÿ. Íî òîãäà ðàñõîäèòñÿ ðÿä (3.20). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
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Â ïðåäëîæåíèè 3.8 ìû äîêàçàëè, ÷òî {sn ln−p(n + 1)}∞n=1 ∈ l1 ïðè ëþáîì p > 1, åñëè
u(x) ∈ L2. Ïîñòðîåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæèòåëü ln−p(n + 1) óáðàòü íåëüçÿ.
Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ìîæíî ëè ïîëîæèòü p = 1 (êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â
ïðåäëîæåíèè 3.9)? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ íàì íàéòè íå óäàëîñü, íî ïîëåçíî çàìåòèòü,
÷òî ñóùåñòâóþò óíêöèè u(x) ∈ L2, äëÿ êîòîðûõ {Ann−1 ln−1(n + 1)}∞n=1 /∈ l1. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ðàññìîòðèì óíêöèþ
f(x) =
∞∑
n=1
cosnx
ln ln(n+ 1)
.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an =
1
ln ln(n+1)
ìîíîòîííà è âûïóêëà, à ïîòîìó óêàçàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ
ïðè âñåõ x > 0 ê íåîòðèöàòåëüíîé ñóììèðóåìîé óíêöèè f(x) (ñì. [14, ãë 5.1℄). Íî òîãäà
u(x) =
√
f(x) ∈ L2 è An = 1ln ln(n+1) . Ñëåäîâàòåëüíî, {Ann−1 ln−1(n + 1)}∞n=1 /∈ l1.
Ïîëåçíî ðåçþìèðîâàòü ïîëó÷åííûå â ýòîì ïàðàãðàå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.
Òåîðåìà 3.13. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn îïåðàòîðà L ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå
ïîä÷èíåíû àñèìïòîòèêå (3.8), ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sn} â çàâèñèìîñòè îò óíêöèè
u(x) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
i) sn = O(n
−2), åñëè u(x) ∈ V ;
ii) sn = O(n
−2α), åñëè u(x) ∈ Λα;
iii) sn = O(n
−2α lnn), åñëè u(x) ∈ Λ2α;
iv) sn ∈ lp è {sn ln−p(n + 1)}∞n=1 ∈ l1 ïðè ëþáîì p > 1, åñëè u(x) ∈ L2;
v) sn ∈ l2θp ïðè ëþáîì p > 1 è {sn ln−1(n+ 1)}∞n=1 ∈ l2θ1 , åñëè u(x) ∈ W θ2 , 0 < θ < 1/2;
vi) sn ∈ l1, åñëè u(x) ïîä÷èíåíà óñëîâèþ ÊîëìîãîðîâàÑèëåâåðñòîâàÏëåññíåðà (3.18).
3.6. Àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ óíêöèé. Çäåñü ìû íå áóäåì ïîäðîáíî
îñòàíàâëèâàòüñÿ íà äåòàëÿõ è ïðèâåäåì èòîãîâûé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 3.14. Ñîáñòâåííûå óíêöèè îïåðàòîðà L èìåþò àñèìïòîòèêó
yn(x) = sin(nx) + sin nx
(
−
x∫
0
u(t) cos(2nt)dt+
pi∫
0
u(t)
(
1− t
pi
)
cos(2nt)dt
)
+
+cosnx
(
−x
pi
pi∫
0
u(t) sin(2nt)dt +
x∫
0
u2(t) sin(2nt)dt
)
+ ψn(x), n = 1, 2, . . . ,
(3.21)
à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óíêöèé ψn(x) â çàâèñèìîñòè îò óíêöèè u(x) îáëàäàåò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
i) |ψn(x)| 6Mn−2, åñëè u(x) ∈ V ;
ii) |ψn(x)| 6Mn−2α, åñëè u(x) ∈ Λα;
iii) |ψn(x)| 6Mn−2α lnn, åñëè u(x) ∈ Λ2α;
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iv)
∞∑
n=1
|ψn(x)|p +
∞∑
n=1
|ψn(x)|n1−p < M(p) ïðè ëþáîì p > 1, åñëè u(x) ∈ L2;
v)
∞∑
n=1
|ψn(x)|pn2θ +
∞∑
n=1
|ψn(x)|n1−p <∞ ïðè ëþáîì p > 1, åñëè u(x) ∈ W θ2 , 0 < θ < 1/2;
vi)
∞∑
n=1
|ψn(x)| < M , åñëè u(x) ïîä÷èíåíà óñëîâèþ (3.18).
Âî âñåõ îöåíêàõ ïîñòîÿííàÿ M íå çàâèñèò îò x.
Proof. Ïîäñòàâèì àñèìïòîòè÷åñêèå îðìóëû (2.7) è (2.24) äëÿ óíêöèé θ(x, λ) è r(x, λ) â
îðìóëó (2.3). Ïîëó÷èì, ÷òî ðåøåíèå y(x, λ) óðàâíåíèÿ (2.1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
y(0, λ) = 0, èìååò àñèìïòîòèêó
y(x, λ) = sin(λ1/2x)
(
1− b(0, x, λ)− 1
2
λ−1/2A(0, x, λ)
)
+ cos(λ1/2x)υ(0, x, λ) + ρ(x, λ),
ãäå |ρ(x, λ)| < MΥ2(λ). Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî λ1/2n = n − 12b2n + sn, ïîñëå íåñëîæíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå (3.21). Ïðè ýòîì â îñòàòîê ψn(x) âîéäóò íåñêîëüêî
óíêöèé, èç êîòîðûõ íàèáîëåå ñëîæíî îöåíèâàåòñÿ óíêöèÿ
2w(0, x, n2) +
1
2n
U(x) =
x∫
0
t∫
0
u(t)u(s) cos(2nt) sin(2ns)dsdt+
1
2n
x∫
0
u2(t)dt. (3.22)
Åå îöåíêà â ñëó÷àå ïðèíàäëåæíîñòè u(x) ïðîñòðàíñòâàì V , Λα, Λ
p
α ïðîâîäèòñÿ òàêæå,
êàê ïðè x = pi. Â ñëó÷àå u(x) ∈ W θ2 , 0 6 θ < 1/2, íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì,
÷òî îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ óíêöèþ χ[0,x] íåïðåðûâåí â W
θ
2 (ñì.,
íàïðèìåð, [6, òåîðåìà 17.11℄). Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (3.22) ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì
2w(0, pi, n2) + 1
2n
U(pi) ñîñ÷èòàííûì äëÿ óíêöèè χ[0,x]u(x). Íî ïðè x = pi âñå îöåíêè áûëè
ïîëó÷åíû ðàíåå. Ôóíêöèè u(x), ïîä÷èíåííûå óñëîâèþ (3.18) âõîäÿò â W θ2 ïðè ëþáîì
θ > 0, ïîýòîìó äëÿ íèõ ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ îñòàþòñÿ â ñèëå. Ýòèì çàâåðøàåòñÿ
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
4. Îïåðàòîðû ØòóðìàËèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëàìè
âûñîêîé ñèíãóëÿðíîñòè
Â  1.5 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîïûòêè îïðåäåëèòü îïåðàòîð ØòóðìàËèóâèëëÿ,
ïîðîæäåííûé äèåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì (0.1) ñ ïîòåíöèàëîì, íå ïðèíàäëåæàùèì
êëàññó ðàñïðåäåëåíèé W−12 , ñîïðÿæåíû ñ òðóäíîñòÿìè. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, òàêîé
îïåðàòîð íå ÿâëÿåòñÿ êîððåòêíî îïðåäåëåííûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.
Îñíîâíîé âûâîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì  äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà ØòóðìàËèóâèëëÿ
ñ ïîòåíöèàëîì q(x)  ðàñïðåäåëåíèåì âûñîêîãî ïîðÿäêà (
∫
q(x)dx /∈ L2) íåäîñòàòî÷íî
òîé èíîðìàöèè, êîòîðàÿ çàêëþ÷åíà â îïðåäåëåíèè îáîáùåííîé óíêöèè q(x). Çäåñü ìû
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ïîêàæåì, êàê ìîæíî îáîéòè ýòè òðóäíîñòè, åñëè ïðèâëå÷ü äîïîëíèòåëüíóþ èíîðìàöèþ
î ïîòåíöèàëå. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ïîòåíöèàëà âèäà
q(x) = xα (4.1)
íà îòðåçêå [−1, 1]. Îòìåòèì, ÷òî q(x) ðåãóëÿðåí ïðè Re α > −1 è ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì
ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðè Re α > −3/2 (åñëè òîëüêî q(x) 6= 1
|x|
, ñì.  1.6, ïðèìåð 1). Íàøà
öåëü  êîððåêòíî îïðåäåëèòü îïåðàòîð Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ äàííûì ïîòåíöèàëîì ïðè
äðóãèõ çíà÷åíÿõ α. Ìû ïðåäëîæèì äâà ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà ïðèâîäÿùèå
ê îäèíàêîâîìó ðåçóëüòàòó. Ïåðâûé èç íèõ îñíîâàí íà àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè
îïåðàòîðíîãî ñåìåéñòâà, îïðåäåëåííîãî ïðè Re α > −3/2, â îáëàñòü −2 < Re α 6 −3/2.
Âòîðîé áàçèðóåòñÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîé ðåãóëÿðèçàöèè äèåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ
(0.1). Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçóåìûå çäåñü ìåòîäû èìåþò àíàëîãèþ ñ ìåòîäàìè, êîòîðûå
áûëè èñïîëüçîâàíû Áåðíøòåéíîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííûõ óíêöèé xα (ñì. [10℄).
àññìîòðåííûå çäåñü ïîòåíöèàëû ÿâëÿþòñÿ ìîäåëüíûìè è îáà ìåòîäà äîïóñêàþò
îáîáùåíèÿ íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ïîòåíöèàëîâ.
4.1 Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà ìåòîäîì àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ. Çäåñü ìû
ïîñòðîèì îïåðàòîð Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ L(α) íà îòðåçêå [−1, 1] ñ ïîòåíöèàëîì q(x) = −|x|α
(äðóãèå ïîòåíöèàëû òèïà (4.1) áóäóò êðàòêî ðàññìîòðåíû íèæå). Çàèêñèðóåì êðàåâûå
óñëîâèÿ Äèðèõëå
y(−1) = y(1) = 0.
Ýòè êðàåâûå óñëîâèÿ ìû âûáèðàåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, âî èçáåæàåíèå òåõíè÷åñêèõ
ñëîæíîñòåé, íå ñâÿçàííûõ ñ ñóòüþ çàäà÷è.
Ìû íà÷íåì ñ ïîèñêà óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé (ÔÑ) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
−y′′ − |x|αy = 0 (4.2)
íà ïðîìåæóòêå [0, 1]. Îáîçíà÷èì
Πα := {α | Re α > −2, α 6= −2 + 1
n
, n = 1, 2, 3, . . .}. (4.3)
Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð [35℄), ÷òî åñëè α ∈ Πα, òî ÔÑ èìååò âèä
U1(x) = m
−1/mΓ
(
1− 1
m
)√
xJ−1/m
( 2
m
xm/2
)
, U2(x) = m
1/mΓ
(
1 +
1
m
)√
xJ1/m
( 2
m
xm/2
)
,
ãäå m = 2 + α, Re m > 0, m 6= 1
n
, n = 1, 2, 3, . . . , Γ(·)  ãàììà óíêöèÿ, à Jν(·) 
óíêöèè Áåññåëÿ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî âûáðàòü ÔÑ íà ïðîìåæóòêå [−1, 0]. Ïðè ýòîì
â ñèëó ÷åòíîñòè q(x) ìîæíî âçÿòü
U1(−x) = U1(x), U2(−x) = −U2(x).
Âûïèøåì àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ óíêöèé Uj(x) â íóëå, x > 0:
U1(x) = 1− xm1!m(m−1) + x
2m
2!m2(m−1)(2m−1)
− . . . ,
U2(x) = x
[
1− xm
1!m(m+1)
+ x
2m
2!m2(m+1)(2m+1)
− . . . ]. (4.4)
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Îáå óíêöèè Uj(x), j = 1, 2 ëåæàò â L2. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÔÑ óðàâíåíèÿ (4.2) íà [−1, 1]
íåîáõîäèìî 'ñêëåèòü' ÔÑ íà [−1, 0] è [0, 1]. Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü óíêöèþ U1(x)
÷åòíîé, à óíêöèþ U2(x) íå÷åòíîé íà [−1, 1]. Ýòî èêñèðóåò ñïîñîá 'ñêëåéêè' è, êàê
áóäåò äîêàçàíî ïîçäíåå, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò èñêîìûé îïåðàòîð.
Èòàê, ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ îïåðàòîðà. Èñïîëüçóÿ ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ,
ìîæíî çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
−y′′ − |x|αy = f(x), f(x) ∈ L2[−1, 1], (4.5)
â âèäå
y(x) =
C1 + x∫
−1
U2(t)f(t)dt
U1(x)−
C2 + x∫
−1
U1(t)f(t)dt
U2(x),
èëè
y(x) = AU1(x) +BU2(x) +
x∫
0
U2(t)f(t)dtU1(x)−
x∫
0
U1(t)f(t)dtU2(x). (4.6)
Òîãäà
y(x) = AU1(x) +BU2(x) + z(x), ãäå z(x) ∈ W 22 [−1, 1] è z(0) = z′(0) = 0.
Ïîñêîëüêó ýòî îáùèé âèä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.5), òî ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàòîð L(α)
ðàâåíñòâàìè
L(α)y = l(z),
D(L(α)) =
{
y(x) = AU1(x) +BU2(x) + z(x)
∣∣∣∣ A,B ∈ C; z(x) ∈ W 22 [−1, 1];z(0) = z′(0) = 0; y(±1) = 0.
}
.
Òåïåðü íàì ïîòðåáóåòñÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
L(α)y = λy + f (4.7)
à òàêæå î ãîëîìîðíîé çàâèñèìîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ îò ïàðàìåòðîâ α è λ.
Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïóñòü λ ∈ C, |λ| < ε, ãäå ε äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî. Çàèêñèðóåì
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
y(ξ) = a, y′(ξ) = b, (4.8)
ãäå a, b ∈ C; ξ ∈ [−1, 1], ξ 6= 0. Òîãäà ïðè ëþáîì f ∈ L2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.7) èç D(L(α)), ò. å.
y(x) = AU1(x) +BU2(x) + z(x), ãäå z(x) ∈ W 22 [−1, 1] è z(0) = z′(0) = 0,
ïðè÷åì y(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4.8). Êðîìå òîãî, óíêöèÿ y(x, λ, α) ãîëîìîðíà
ïî α â Πα äëÿ èêñèðîâàííûõ x ∈ [−1, 1] è λ, |λ| < ε è ãîëîìîðíà ïî λ ïðè |λ| < ε äëÿ
èêñèðîâàííûõ x ∈ [−1, 1] è α ∈ Πα.
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Proof. Çàïèøåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.5) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(ξ) = y′(ξ) = 0
y˜(x) =
x∫
ξ
U2(t)f(t)dtU1(x)−
x∫
ξ
U1(t)f(t)dtU2(x).
Òàê êàê âðîíñêèàí ïàðû {U1(x), U2(x)} ðàâåí 1 (ýòî ñëåäóåò èç àñèìïòîòè÷åñêèõ îðìóë
(4.4)), òî ìîæíî ïîäîáðàòü êîíñòàíòû A è B, òàê ÷òî y0(x) = AU1(x) + BU2(x) + y˜(x)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4.8). Äîñòàòî÷íî âçÿòü
A = b U1(ξ)− aU ′2(ξ), B = aU ′1(ξ)− b U2(ξ). (4.9)
àññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ èç L2 â D(L(α))
y0 = F (f), y˜ = Ef.
Îòîáðàæåíèå E ëèíåéíî è îáà ýòèõ îòîáðàæåíèÿ îãðàíè÷åíû:
‖y0‖L2 6 ‖U1‖L2
1∫
−1
|U2(t)||f(t)|dt+ ‖U2‖L2
1∫
−1
|U1(t)||f(t)|dt+ |A|‖U1‖L2 + |B|‖U2‖L2 6
6 2‖U1‖L2‖U2‖L2‖f‖L2 + |A|‖U1‖L2 + |B|‖U2‖L2 6 C1‖f‖L2 + C2,
ïîñêîëüêó a, b è ξ èêñèðîâàíû;
‖y˜‖L2 6 C1‖f‖L2.
Èñêîìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.7) íàéäåì ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé
y0 = F (f), y1 = F (λy0 + f), . . . , yn = F (λyn−1 + f), . . . . Òîãäà
yn(x) = y0(x) +
n∑
k=1
(yk(x)− yk−1(x)) . (4.10)
Ôóíêöèè vk(x) = yk(x)− yk−1(x) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
L(α)vk = λvk−1,
ïðè÷åì vk(ξ) = v
′
k(ξ) = 0, è ìû ïîëó÷àåì îöåíêè
‖vk‖L2 6 C1|λ|‖vk−1‖L2 6 . . . 6 (C1|λ|)k−1 ‖v1‖L2.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëûõ |λ| ðÿä (4.10) ñõîäèòñÿ â L2 è îïðåäåëÿåò èñêîìîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (4.7) y(x, λ, α).
Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ. Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî óíêöèÿ
y(x), òàêàÿ ÷òî
y(x) = AU1(x) +BU2(x) + z(x), ãäå z(x) ∈ W 22 [−1, 1], z(0) = z′(0) = 0 è
−z′′ − |x|αz = λy,
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óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì y(ξ) = y′(ξ) = 0 òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Ïóñòü,
íàïðèìåð, ξ < 0. Òîãäà â ñèëó êëàññè÷åñêîé òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè, y(x) ≡ 0 íà [−1, 0],
ò.å. z(x) = −AU1(x) − BU2(x). Òàê êàê z(0) = 0, òî èç àñèìïòîòè÷åñêèõ îðìóë (4.4)
ñëåäóåò, ÷òî A = 0. Àíàëîãè÷íî, z′(0) = 0 âëå÷åò ðàâåíñòâî B = 0. Èòàê, y(x) = z(x) íà
[−1, 1], ãäå
z(0) = z′(0) = 0, z(x) ∈ W 22 [−1, 1], (4.11)
−z′′ − |x|αz = λz. (4.12)
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî z(x) ≡ 0 íà [0, 1]. Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèé (4.11) ñëåäóåò îöåíêà
|z(x)| 6 Cx3/2. àññìîòðèì óíêöèþ w(x) = z(x)x−3/2. Ïóñòü max
06x6δ
|w(x)| = M , ãäå δ
äîñòàòî÷íî ìàëî. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (4.12) â èíòåãðàëüíîì âèäå
z(x) = −
x∫
0
t∫
0
(λ+ sα)z(s)dsdt.
Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò îöåíêà
|z(x)| 6 4
3
M(|λ|+ 1)x7/2+α 6 4
3
M(ε+ 1)x7/2+α < Mx3/2
ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå δ, ÷òî âëå÷åòM = 0 è z(x) ≡ 0 íà [0, δ]. Èç êëàññè÷åñêîé òåîðåìû
åäèíñòâåííîñòè ïîëó÷èì, ÷òî z(x) ≡ 0 íà âñåì îòðåçêå [0, 1].
Òåïåðü äîêàæåì ãîëîìîðíîñòü y(x, λ, α) ïî α. Çàìåòèì, ÷òî
|y˜(x, λ, α)| = |Ef(x)| 6 2 sup
[−1,1]
{|U1(x, α)||U2(x, α)|}‖f‖L2 6 C3‖f‖L2. (4.13)
Óìåíüøàÿ, åñëè íàäî |λ|, ïîëó÷èì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà (4.10). Â ñèëó
ãîëîìîðíîñòè Uj(x, α), j = 1, 2, óíêöèè y˜(x, α) è y0(x, α) òàêæå ãîëîìîðíû. Èç (4.6)
è (4.9) ñëåäóåò ãîëîìîðíîñòü yn(x, α) à çíà÷èò è y(x, λ, α). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
ãîëîìîðíîñòü y(x, λ, α) ïî λ.
Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà L(α) íåîäíîçíà÷íî. Îäíàêî íàøå îïðåäåëåíèå L(α)
îïðàâäûâàåòñÿ òåì, ÷òî ïîñòðîåííîå îïåðàòîðíîå ñåìåéñòâî ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðíûì
ïî α. Íàïîìíèì (ñì. [15℄), ÷òî îãðàíè÷åííîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ T (α) â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ f è g
óíêöèÿ (T (α)f, g) ãîëîìîðíà; íåîãðàíè÷åííîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ T (α) íàçûâàåòñÿ
ãîëîìîðíûì, åñëè ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åííûå ãîëîìîðíûå ñåìåéñòâà U(α) è V (α)
òàêèå ÷òî
U(α)T (α) = V (α).
Òåîðåìà 4.2. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(L(α)) ïëîòíà â L2. åçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî
ρ(L(α)) íå ïóñòî è ∀λ ∈ ρ(L(α0)) ðåçîëüâåíòà Rλ = (L(α0)−λ)−1 êîìïàêòíà. Ñåìåéñòâî
îïåðàòîðîâ Rλ(α) îãðàíè÷åííî ãîëîìîðíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè α0 ïî
ïàðàìåòðó α (ïðè èêñèðîâàííîì λ). Ñàìè îïåðàòîðû L(α) îáðàçóþò íåîãðàíè÷åííîå
ñàìîñîïðÿæåííîå ãîëîìîðíîå ñåìåéñòâî ïðè α ∈ Πα, ãäå îáëàñòü Πα îïðåäåëåíà â (4.3).
Ñïåêòð L(α) äèñêðåòåí, à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk(α) àíàëèòè÷íû ïî α è áîëåå òîãî,
íå èìåþò îñîáåííîñòåé. Âñå îïåðàòîðû L(α) ïîëóîãðàíè÷åíû ñíèçó.
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Proof. Ïëîòíîñòü ëèíåàëà D(L(α)) â L2[−1, 1] î÷åâèäíà. Äîêàæåì, ÷òî ρ(L(α0)) 6= ∅.
àññìîòðèì ϕ(x)  ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.7) äëÿ f(x) ≡ 0 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
ϕ(−1) = 0, ϕ′(−1) = 1. Â ñèëó ãîëîìîðíîé çàâèñèìîñòè îò λ, óíêöèÿ ϕ(1, λ, α0)
ïðè |λ| < ε îáðàùàåòñÿ â íîëü íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå. Ïóñòü ϕ(1, λ0, α0) 6= 0.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé óíêöèè f(x) ∈ L2 íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.7) ψ(x) ñ òåìè æå
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ψ(−1) = 0, ψ′(−1) = 1. Òîãäà y(x) = ψ(x)− ψ(1)
ϕ(1)
ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò
(4.7) è y(x) ∈ D(L(α)). Çíà÷èò λ0 ∈ ρ(L(α0)). Êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà Rλ0 ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî îïåðàòî L(α) ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì âîçìóùåíèåì îïåðàòîðà L⊕  ïðÿìîé
ñóììû îïåðàòîðîâ − d2
dx2
− |x|−2+1/n íà [−1, 0] è [0, 1] ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå íà êîíöàõ. Â
ñèëó ãîëîìîðíîñòè ϕ(1, λ0, α) ïî α ìîæíî âûáðàòü äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü O(α0)
òî÷êè α0, â êîòîðîé ýòà óíêöèÿ íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òîãäà ñåìåéñòâî îãðàíè÷åííûõ
îïåðàòîðîâ Rλ0(α) îïðåäåëåíî â îêðåñòíîñòè O(α0) è ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðíûì â ýòîé
îêðåñòíîñòè. Èç ðàâåíñòâà
L(α)Rλ0(α) = I + λ0Rλ0(α)
ñëåäóåò ãîëîìîðíîñòü ñåìåéñòâà L(α) â O(α0). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè α0 ïîëó÷àåì,
÷òî ñåìåéñòâî L(α) ãîëîìîðíî â Πα. Ïðè Re α > −1 ñåìåéñòâî L(α) ÿâëÿåòñÿ
ñàìîñîïðÿæåííûì ãîëîìîðíûì ñåìåéñòâîì. Â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè, ýòî
ñâîéñòâî ñîõðàíèòñÿ è ïðè α ∈ Πα. Òàê êàê ðåçîëüâåíòà ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ
êîìïàêòíà, òî ñïåêòðû ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ ñîñòîÿò èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
λk(α), ïðè÷åì ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãîëîìîðíî çàâèñÿò îò α ∈ Πα (ñì. [15℄). Èç
ýòîãî àêòà è èç ïîëóîãðàíè÷åííîñòè L(α) ïðè Re α > −1 ñëåäóåò ïîëóîãðàíè÷åííîñòü
ïðè α ∈ Πα. Íàêîíåö êîìïàêòíîñòü ðåçîëüâåíòû ïðè âñåõ λ, à íå òîëüêî ïðè |λ| < ε
ñëåäóåò èç ðåçîëüâåíòíîãî òîæäåñòâà
Rλ −Rµ = (λ− µ)RλRµ.
Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
4.2. Îïðåäåëåíèå îïåðàòîðîâ â èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷êàõ.
Íàì îñòàëîñü îïðåäåëèòü îïåðàòîð â òî÷êàõ α = −2 + 1
n
, n = 1, 2, 3 . . . .
Ïðåäëîæåíèå 4.3. Ïóñòü α → αn, ãäå αn = −2 + 1n äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N. Òîãäà
îïåðàòîðû L(α) ñõîäÿòñÿ â ñèëüíîì ðåçîëüâåíòíîì ñìûñëå ê îïåðàòîðó L⊕  ïðÿìîé
ñóììå îïåðàòîðîâ − d2
dx2
− |x|−2+1/n íà [−1, 0] è [0, 1] ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå íà êîíöàõ.
Proof. Ïóñòü
a(m) = U1(1) = U1(−1), B(m) = U2(1) = U2(−1).
Rf = y(x) =
{
b
2a
1∫
−1
U1(t)f(t)dt− 12
1∫
−1
U2(t)f(t)dt+
x∫
−1
U2(t)f(t)dt
}
U1(x)−
−
{
a
2b
1∫
−1
U2(t)f(t)dt− 12
1∫
−1
U2(t)f(t)dt+
x∫
−1
U1(t)f(t)dt
}
U2(x),
(4.14)
åñëè a 6= 0 è b 6= 0. Â ñèëó òîãî, ÷òî Jn(2n) 6= 0 ∀n ∈ N (ñì. [7℄) ìîæíî âûáðàòü òàêóþ
îêðåñòíîñòü òî÷êè αn, ÷òî a(m) è b(m) íå îáðàùàþòñÿ â íîëü êîãäà α = −2 +m ëåæèò â
ýòîé îêðåñòíîñòè.
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Îïðåäåëèì ñíà÷àëà y(x) = Rf(x) ïðè x > 0. Åñëè f(x) ÷åòíà, òî
y(x) =
 ba
1∫
0
U1(t)f(t)dt−
1∫
x
U2(t)f(t)dt
U1(x)−
1∫
0
U1(t)f(t)dtU2(x). (4.15)
Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ÷åòíîñòüþ U1(x) è íå÷åòíîñòüþ U2(x). Â ñèëó ðàâåíñòâà
Jν(z) = J−ν(z) + Yν(z) sin piν,
ïîëó÷èì
U1(x) =
Γ(1−1/m)
Γ(1+1/m)
m−2/mU2(x)−m−1/mΓ
(
1− 1
m
)
sin pi
m
√
xY1/m
(
2
m
cm/2
)
=
= Γ(1−1/m)
Γ(1+1/m)
m−2/mU2(x) + U3(x), x > 0.
(4.16)
Ïîäñòàâëÿÿ (4.16) â (4.15), èìååì
y(x) =
x∫
0
U2(t)f(t)dtU3(x)−
{
U3(1)
U2(1)
1∫
0
U2(t)f(t)dt−
−
1∫
0
U3(t)f(t)dt+
x∫
0
U3(t)f(t)dt
}
U2(x) + o(1) ïðè m→ 1n .
(4.17)
Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäåëå ïîëó÷èì äåéñòâèå íà óíêöèþ f ðåçîëüâåíòû R+ îïåðàòîðà
− d2
dx2
− |x|−2+1/n íà [0, 1] ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Åñëè æå f(x) íå÷åòíà, òî
y(x) =
x∫
0
U2(t)f(t)dtU1(x)−
ab
1∫
0
U2(t)f(t)dt−
1∫
x
U1(t)f(t)dt
U2(x). (4.18)
Ïîäñòàâëÿÿ (4.16) â (4.18) èìååì
y(x) =
x∫
0
U2(t)f(t)dtU3(x)−
{
U3(1)
U2(1)
1∫
0
U2(t)f(t)dt−
1∫
x
U3(t)f(t)dt
}
U2(x) + o(1)
ïðè m→ 1
n
, ÷òî ñîâïàäàåò ñ (4.17). Èòàê, äëÿ ïðîèçâîëüíîé f(x) ∈ L2 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
Rf = R+f + o(1), m→ 1
n
, x > 0.
Òî÷íî òàê æå ìîæíî íàéòè (Rf)(x) ïðè x < 0. àçíèöà ëèøü â òîì, ÷òî R+ íàäî
çàìåíèòü íà R−  ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà − d2dx2 − |x|−2+1/n íà [−1, 0] ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå.
Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè îïåðàòîð L(α) = − d2
dx2
− |x|α, x ∈ [−1, 1] ñ óñëîâèÿìè
Äèðèõëå íà êîíöàõ ïðè âñåõ α, Re α > −2.
4.3. Äðóãèå ãîëîìîðíûå ñåìåéñòâà. Îïèøåì îïåðàòîðû L(α) äëÿ äðóãèõ
ãîëîìîðíûõ ñåìåéñòâ ïîòåíöèàëîâ òèïà (4.1).
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1. q(x) = −c|x|α, ãäå c > 0. Âñå ðàññóæäåíèÿ è ïîëó÷åííûå ðàíåå óòâåðæäåíèÿ
ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå. Â êà÷åñòâå ÔÑ íàäî âçÿòü óíêöèè c
1
2m
− 1
4U1(
√
cx)
è c−
1
2m
− 1
4U2(
√
cx).
2. q(x) = c|x|α, ãäå c > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè c = 1 ÔÑ óðàâíåíèÿ
−y′′ + xαy = 0
íà îòðåçêå [0, 1] èìååò âèä
V1(x) = i
1/mm−1/mΓ
(
1− 1
m
)√−xJ−1/m( 2
m
i(−x)m/2
)
,
V2(x) = −i−1/mm1/mΓ
(
1 +
1
m
)√−xJ1/m( 2
m
i(−x)m/2
)
.
(4.19)
Ýòè óíêöèè èìåþò ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ â íóëå
V1(x) = 1 +
(−x)m
1!m(m−1)
+ (−x)
2m
2!m2(m−1)(2m−1)
+ . . . ,
V2(x) = x
[
1 + (−x)
m
1!m(m+1)
+ (−x)
2m
2!m2(m+1)(2m+1)
+ . . .
]
.
Â ñèëó ÷åòíîñòè ïîòåíöèàëà, ýòè æå óíêöèè áóäóò îáðàçîâûâàòü ÔÑ íà îòðåçêå [−1, 0].
Îñòàåòñÿ ñêëåèòü ÔÑ íà îòðåçêå [−1, 1] èç óíêöèé c 12m− 14V1(
√
cx) è c−
1
2m
− 1
4V2(
√
cx).
Ïåðâóþ óíêöèþ ìû îïÿòü ïðîäîëæèì ÷åòíûì, à âòîðóþ  íå÷åòíûì îáðàçîì.
3. q(x) = c sign x|x|α. Â ýòîì ñëó÷àå ÔÑ óðàâíåíèÿ
−y′′ − sign x|x|αy = 0 (4.20)
íà [0, 1] áóäåò òàêîé æå, êàê äëÿ óðàâíåíèÿ (4.2). Îäíàêî íà [−1, 0] â êà÷åñòâå ÔÑ íàäî
âçÿòü óíêöèè V1(x) è V2(x). Â êà÷åñòâå ÔÑ óðàâíåíèÿ (4.20) íà [−1, 1] âîçüìåì óíêöèè
U1(x) =
{
c
1
2m
− 1
4U1(x), x > 0
c
1
2m
− 1
4V1(x), x < 0
, U2(x) =
{
c−
1
2m
− 1
4U2(x), x > 0
c−
1
2m
− 1
4V2(x), x < 0
.
Ïîëó÷àåìîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ L(α), α ∈ Πα òàêæå áóäåò ãîëîìîðíî è âñå
óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 4.2 âåðíû. Îòëè÷èå äàííîãî ñåìåéñòâà îò ïðåäûäóùèõ ñîñòîèò
â òîì, ÷òî â òî÷êàõ αn = −2 + 1n , n = 1, 3, 5, . . . ïðåäåëüíûé îïåðàòîð áóäåò îòëè÷åí îò
ïðÿìîé ñóììû. Ýòî ëåãêî ïîíÿòü, åñëè çàìåòèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (4.16) áóäåò èìåòü
ìåñòî äëÿ âñåõ x ∈ [−1, 1] à íå òîëüêî äëÿ x > 0, ò.ê. â (4.19) êîýèöèåíòû i1/m è
−i−1/m ñîâïàäóò. Ïîäñòàâëÿÿ (4.16) íåïîñðåäñòâåííî â (4.14) ïîëó÷èì â ïðåäåëå îïåðàòîð,
îòëè÷íûé îò ïðÿìîé ñóììû. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ÷åòíûõ n ïðåäåëüíûé îïåðàòîð
ïî ïðåæíåìó áóäåò ïðÿìîé ñóììîé.
4.4. Îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîé ðåãóëÿðèçàöèè. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì îïåðàòîðû L(α) = −y′′ + |x|αy. Íàïîìíèì, ÷òî îñíîâíûì
øàãîì â ïîñòðîåíèè îïåðàòîðà ïðè α > −3/2, ò.å. äëÿ ñëó÷àÿ q(x) = u′(x), ãäå u(x) ∈ L2,
áûëî ââåäåíèå êâàçèïðîèçâîäíîé
y[1] = y′ − sign x|x|
α+1
α + 1
y
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è ïåðåõîä îò ðåçîëüâåíòíîãî óðàâíåíèÿ
−y′′ + |x|αy = λy + f (4.21)
ê ñèñòåìå äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
(
y1
y2
)′
=

|x|α+1
α+1
sign x 1
−λ+ |x|2α+2
(α+1)2
− |x|α+1
α+1
sign x
( y1
y2
)
+
(
0
f
)
(4.22)
ñ ïîìîùüþ çàìåíû y1 = y, y2 = y
[1]
(ñì. 1). Ïðè α > −3/2 ýëåìåíòû ìàòðèöû ñèñòåìû
ëåæàò â L1, ÷òî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè è äàëåå
îïðåäåëèòü îïåðàòîð L.
Èçëîæåííûé â 1 ìåòîä ìîæíî ðàçâèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî îí áóäåò äàâàòü ðåçóëüòàò
è ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α. Âîçüìåì
y1(x) = y(x),
y2(x) = y
′(x)−
(
|x|α+1
α+1
sign x− |x|2α+3 signx
(α+1)2(2α+3)
)
y(x).
Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè òàêîé çàìåíå ìàòðèöà ñèñòåìû óðàâíåíèé
áóäåò èìåòü âèä
|x|α+1
α+1
sign x− |x|2α+3 signx
(α+1)2(2α+3)
1
−λ+ 2 |x|3α+4
(α+1)3(2α+3)
− |x|4α+6
(α+1)4(2α+3)2
− |x|α+1
α+1
sign x+ |x|
2α+3 signx
(α+1)2(2α+3)
 .
Ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû ëåæàò â L1 ïðè α > −53 , α 6= −32 , −1. Äëÿ òîãî ÷òîáû
ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå è îáðàáîòàòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α > −7
4
, α 6= −5
3
, −3
2
, −1,
íåîáõîäèìî ñäåëàòü çàìåíó
y1(x) = y(x),
y2(x) = y
′(x)−
(
|x|α+1
α+1
sign x− |x|2α+3 signx
(α+1)2(2α+3)
− 2|x|3α+5 signx
(α+1)3(2α+3)(3α+5)
)
y(x).
Ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîé ðåãóëÿðèçàöèè ìîæíî íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæàòü. Íà êàæäîì
øàãå íåîáõîäèìî äîáàâëÿòü î÷åðåäíîå ñëàãàåìîå â îðìóëó äëÿ y2. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè
α = −2 + 1
n
, n = 1, 2, . . . ÿâëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûìè  ìåòîä íå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
îïåðàòîð äëÿ òàêèõ α.
Îïèøåì èçëîæåííûé ìåòîä â îáùåì âèäå. Çàïèøåì óðàâíåíèå èêêàòè
−w′ + w2 + |x|α = 0
è áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèå â âèäå ðÿäà
w(x) = a1|x|α+1 sign x+ a2|x|2α+3 sign x+ a3|x|3α+5 sign x+ . . . ,
α 6= −2 + 1
n
, n = 1, 2, . . . , α > −2.
(4.23)
51
Òîãäà ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ íà êîýèöèåíòû
a1 =
1
α + 1
, a2 = − a
2
1
2α + 3
, . . . , an =
1
nα + n + 1
n−1∑
k=1
akan−k.
Òàê êàê α > −2, òî ñòåïåíè ó ÷ëåíîâ ðÿäà (4.23) α+1, 2α+3,... ðàñòóò, ÷òî äîêàçûâàåò åãî
ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà [−1, 1] â ñèëó òîãî, ÷òî |an| ≤ C (n/2)!(n−1)! . Êðîìå òîãî, íàéäåòñÿ
íîìåð N òàêîé, ÷òî ñòåïåíü Nα + 2N − 1 > 0. Îáîçíà÷èì îñòàòîê ðÿäà, íà÷èíàÿ ñ
ýòîãî ÷ëåíà ÷åðåç rN(x), à íà÷àëüíóþ ÷àñòü ðÿäà w(x) − rN(x) =: wN(x). Åñëè òåïåðü
â ðåçîëüâåíòíîì óðàâíåíèè (4.21) îñóùåñòâèòü ïåðåõîä ê ñèñòåìå ñ ïîìîùüþ çàìåíû
y1(x) = y(x), y2(x) = y
′(x)− wN(x)y,
òî ìàòðèöà ñèñòåìû (4.22) áóäåò èìåòü âèä(
wN 1
−λ + r′N + 2wrN − r2N −wN
)
. (4.24)
Ïðè ýòîì âñå åå ýëåìåíòû ëåæàò â L1.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê êîíñòðóêöèè îïåðàòîðà L(α). Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííîé
ðåãóëÿðèçàöèåé, íàçîâåì ïåðâîé êâàçèïðîèçâîäíîé óíêöèþ
y[1](x) := y′(x)− wN(x)y(x),
ãäå óíêöèÿ wN(x) îïðåäåëåíà âûøå.
åãóëÿðèçóåì äèåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå (0.1), à èìåííî, çàìåíèì åãî âûðàæåíèåì
l˜(y) = −(y[1](x))′ − wN(x)y[1](x) + (r′N(x) + 2wN(x)rN (x)− r2N(x))y(x). (4.25)
Âåçäå â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå (4.25) âìåñòî (0.1).
Ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð LM , ñâÿçàííûé ñ äèåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì (4.25)
îïðåäåëèì ðàâåíñòâàìè
LMy = l˜(y),
D(LM ) = {y(x)| y(x), y[1](x) ∈ W 11 [−1, 1]; l˜(y) ∈ L2[−1, 1]}.
Ìèíèìàëüíûé îïåðàòîð Lm îïðåäåëèì êàê ñóæåíèå îïåðàòîðà LM íà îáëàñòü
D(Lm) = {y| y(±1) = y[1](±1) = 0}.
Ïðåäëîæåíèå 4.4. Îïåðàòîð Lm ñèììåòðå÷åí è çàìêíóò, åãî èíäåêñû äååêòà ðàâíû
{2, 2}, à ëþáîå åãî ñàìîñîïðÿæåííîå ðàñøèðåíèå L ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì îïåðàòîðà LM íà
îáëàñòü
D(L) = {y| y ∈ D(LM), U1(y) = U2(y) = 0},
ãäå ëèíåéíûå îðìû èìåþò ïðåäñòàâëåíèå
Uj(y) = aj1y(0) + aj2y
[1](0) + bj1y(1) + bj2y
[1](1) = 0, j = 1, 2, (4.26)
äëÿ êîýèöèåíòîâ êîòîðûõ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (1.8).
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Proof. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû ìàòðèöû (4.24) ñèñòåìû (4.22) ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå L1, äëÿ
ñèñòåìû âåðíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (ñì. [25,
16℄). Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ äîñëîâíûì ïîâòîðåíèåì äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 1.1
è 1.2 èç  1.
Çàìå÷àíèå 4.5. Ïîñêîëüêó óíêöèÿ wN(x) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé â îêðåñòíîñòè òî÷åê ±1,
â îðìóëàõ äëÿ ðàñøèðåíèé (4.26) êâàçèïðîèçâîäíàÿ ìîæåò áûòü çàìåíåíà îáû÷íîé
ïðîèçâîäíîé. Ïðè ýòîì êîýèöèåíòû îðì Uj èçìåíÿòñÿ, íî ñîîòíîøåíèÿ (1.8)
ñîõðàíÿòñÿ.
Çàìå÷àíèå 4.6. Âûáðàâ êðàåâûå óñëîâèÿ â ïðåäëîæåíèè 4.4 óñëîâèÿìè Äèðèõëå
y(−1) = y(1) = 0, ïîëó÷èì îïåðàòîð, ñîâïàäàþùèé ñ îïåðàòîðîì L(α), ïîñòðîåííûì
ìåòîäîì àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà |x|α (ñì. 4.3 ïóíêò 2).
Äåéñòâèòåëüíî, èç àíàëèòè÷íîñòè ìàòðèö (4.24) ïî ïàðàìåòðó α è êëàññè÷åñêîé
òåîðåìû èç êóðñà îáûêíîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóåò àíàëèòè÷åñêàÿ
çàâèñèìîñòü ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
−y′′ + |x|αy = 0
ïî α. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
ñîâïàäàåò ñ óíêöèÿìè V1(x), V2(x).
Â çàêëþ÷åíèå îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå î âîçìîæíîñòè ïðèáëèæåíèÿ ïîñòðîåííûõ
îïåðàòîðîâ îïåðàòîðàìè ØòóðìàËèóâèëëÿ ñ ãëàäêèìè ïîòåíöèàëàìè. Â  1.2 ìû
ïîêàçàëè, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ðåçîëüâåíòíàÿ ñõîäèìîñòü îïåðàòîðîâ Lε ñ
ãëàäêèìè ïîòåíöèàëàìè qε(x) ê îïåðàòîðó L ñ ïîòåíöèàëîì q ∈ W−12 , åñëè qε → q(x)
ïðè ε→ 0 â ïðîñòðàíñòâå W−12 .
Â íàøåì ñëó÷àå ïîòåíöèàëû |x|α íå ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå W−12 ïðè α < −32 , à çíà÷èò
òåîðåìà íå ãàðàíòèðóåò âîçìîæíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ïîñòðîåííûõ îïåðàòîðîâ. Áîëåå òîãî, â
 1.5 áûë ïðèâåäåí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ðàçëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ
ñ ïîòåíöèàëàìè, ñõîäÿùèìèñÿ â ïðîñòðàíñòâå W−1p ïðè p < 2 ìîãóò ñõîäèòüñÿ ê ðàçíûì
ïðåäåëàì èëè íå ñõîäèòüñÿ âîâñå. Òåì íå ìåíåå ìîæíî îïèñàòü êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ãëàäêèõ ïîòåíöèàëîâ, òàêèõ, ÷òî îïåðàòîðû ØòóðìàËèóâèëëÿ ñ ýòèìè ïîòåíöèàëàìè
áóäóò ïðèáëèæàòü ïîñòðîåííûå îïåðàòîðû â ñìûñëå ñèëüíîé ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòè.
àññìîòðèì ìàòðèöû
Aε =
(
wN,ε 1
−λ + vN,ε −wN,ε
)
,
ãäå óíêöèè wN,ε è vN,ε ãëàäêèå è âûïîëíåíû óñëîâèÿ
wN,ε → wN , vN,ε → r′N + 2wrN − r2n
â ïðîñòðàíñòâå L1 ïðè ε→ 0. Îò ñèñòåìû(
y1,ε
y2,ε
)′
= Aε
(
y1,ε
y2,ε
)
−
(
0
f
)
(4.27)
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ìîæíî ñîâåðøèòü îáðàòíûé ïåðåõîä ê óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà
−y′′ε + (vN,ε + w′N,ε + w2N,ε)yε = λyε + f,
ãäå yε = y1,ε. Â ñèëó òåîðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû
äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îò ïàðàìåòðà, ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.27) áóäóò ñõîäèòüñÿ è
ìû ïîëó÷èì ñèëüíóþ ðåçîëüâåíòíóþ ñõîäèìîñòü îïåðàòîðîâ Lε = − d
2
dx2
+vN,ε+w
′
N,ε+w
2
N,ε
ê ïîñòðîåííîìó îïåðàòîðó L.
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